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内 容 简 介 


本 书 是 《数学 与 猜想 ?的 第 二 卷 .这 一 卷 系统 地 论述 了 合 情 推理 的 模式 ， 
评述 它们 彼此 之 同 以 及 与 概率 计算 的 关系 ,并 扼要 地 讨论 了 它们 与 数学 发 
现 及 教学 的 关系 . 

本 书 将 数学 中 的 推理 模式 与 生活 中 的 实例 相 联 系 ,论述 深入 浅 出 , 读 来 
令 人 兴味 但 然 . 全 书 有 大 量 习题 , 书 末 附 有 习题 解答 - 

本 书 可 供 大 学 数学 系 师 生 、 中 学 教师 ,数学 研究 人 员 及 数学 爱好 者 阅 
读 . 
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序 言 


归纳 推理 是 不 同 的 哲学 观点 彼此 争论 的 场所 之 一 ， 这 种 争论 
至 今 仍然 比较 活跃 。 已 通读 本 书 第 一 卷 的 读者 必定 会 幸运 地 注意 
到 两 件 事 。 首先 , 在 数学 发 现 中 归纳 推理 与 类 比 推理 起 着 主要 作 
用 ， 其 次 ,这 两 种 推理 都 是 合 情 推理 的 特殊 情况 .我 想 , 不 考虑 合 
情 推理 的 孤立 的 特殊 情况 ,而 考虑 它 的 基本 思想 会 更 有 后 学 意味 
本 卷 试 图 系统 地 讲 一 些 合 情 推理 模式 ， 用 以 研究 它们 与 概率 计算 
的 关系 , 确定 在 什么 意义 上 它们 能 当 作 合 情 推理 的 “规则 ”。 此 外 
还 扼要 地 讨论 了 它们 与 数学 发 明 及 教学 的 关系 . 

本 卷 正 文 不 经 常 明显 地 涉及 第 一 卷 ， 而 读者 也 不 必 查 阅 这 些 
引证 就 能 懂得 其 主要 的 联系 。 在 列 于 本 卷 各 章 的 问题 中 , 有 一 些 
问题 读者 若 不 参阅 第 一 卷 是 解答 不 了 的 。 但 就 整体 来 说 , 在 你 第 
一 次 阅读 第 二 卷 时 ， 虽 然 事 先 你 并 未 读 过 第 一 卷 ， 也 能 读 懂 第 二 
卷 。 当然, 还 是 先 读 第 一 卷 , 再 读 第 二 卷 更 自然 些 , 因为 第 一 卷 的 
许多 例子 为 我 们 提供 了 研究 第 二 卷 的 实验 资料 及 丰富 背景 . 

鉴于 下 面 要 提 到 的 方法 ,这 种 资料 及 背景 是 特别 需要 的 。 我 
希望 按 博物 学 家 的 方法 研究 合 情 推理 : 我 收集 观察 报告 ， 叙 述 结 
论 , 强调 为 我 的 观察 资料 所 证 明 的 观点 , 然而 我 尊重 读者 的 见解 ， 
而 且 不 想 强迫 或 诱 使 他 们 采纳 我 的 结论 . 

当然 ,这 里 所 提出 来 的 观点 说 不 上 是 最 终 的 。 事实 上 ,有 几 个 
地 方 我 清楚 地 感到 需要 做 或 多 或 少 的 改进 。 然 而 我 相信 主要 方向 
是 对 的 ,对 本 书 所 提出 问题 的 讨论 , 特别 是 那些 例子 , 可 以 把 合 情 
推理 ,特别 是 有 时 当 作 “ 客 体 ” 有 了 时 当 作 “ 主 体 ” 的 归纳 推理 的 “两 重 
性 ”和 “补充 方面 "解释 清楚 . 

G. 波 利 亚 
斯 坦 福 大 学 
1953.5. 


对 读者 的 提示 


车 在 第 七 章 中 引用 第 七 章 的 第 2 节 时 我 们 记 为 $2, 但 在 其 他 
各 章 中 引用 此 节 时 则 记 为 $7.2。 若 在 第 十 四 章 中 引用 第 十 四 章 第 
5 节 的 小 节 (3) 时 ,我 们 记 为 $5 (3), 但 在 其 它 各 章 引用 此 小 节 时 
则 记 为 $14.5 (3)。 当 第 十 四 章 的 例 26 在 本 章 中 引用 时 我 们 记 为 
例 26, 但 在 其 它 各 章 中 引用 时 则 记 为 例 14.26. 

阅读 本 书 的 主要 部 分 ， 只 要 具有 初等 代数 和 初等 几何 的 一 些 
知识 就 够 了 。 若 具有 初等 代数 和 初等 几何 的 全 部 知识 和 解析 几何 
以 及 极限 、 无穷 级 数 、 微 积分 的 某 些 知识 , 则 对 于 阅读 差不多 全 书 
和 大 多 数 例题 与 注释 是 足够 的 。 然而 , 本 书 中 少量 非 主 要 的 注释 
和 某 些 间 题 的 注释 以 及 若干 讨论 ， 则 是 针对 具有 高 水 平 的 读者 而 
写 的。 每 当 用 到 比较 高 深 的 知识 时 ,通常 都 会 声明 .。 

具有 高 等 水 平 的 读者 ， 落 他 呈 过 其 自 认为 是 太初 等 的 东西 不 
看 的 话 , 则 他 漏 过 的 东西 将 比 没 有 高 等 水 平 的 读者 要 多 ,而 后 者 往 
往 只 会 距 过 在 他 看 来 是 太 复杂 的 那些 东西 。 

应 该 注意 ,( 不 很 困难 的 ) 论 证 的 某 些 细节 ,我们 通常 都 不 加 提 
醒 地 省 略 了 。 希望 素 有 严格 证 题 习 惯 的 读者 , 不 致 于 因此 而 破坏 
了 自己 的 良好 习惯 。 

要 求解 答 的 问题 ， 有 些 是 很 容易 的 ， 但 有 一 小 部 分 却 相当 困 
难 ， 方 括号 [ ] 内 的 提示 可 以 使 解答 变 得 容易 .难题 周围 的 问题 则 
可 以 起 到 解难 题 的 提示 作用 。 在 某 些 章 的 例题 之 前 或 在 第 一 部 分 
或 在 第 二 部 分 之 前 所 加 的 几 行 “开场 白 " ,应 该 受到 特别 注意 。 

解答 有 时 是 很 简短 的 : 因为 我 们 假定 读者 在 查阅 解答 之 前 已 
用 自己 的 方法 实 实在 在 地 尝试 过 求解 了 . 

一 个 读者 , 若 在 一 个 问题 上 真 的 下 了 功夫 ,即使 他 解 题 时 没有 
成 功 , 那 他 也 可 从 中 受到 教 益 , 例如 经 过 一 番 努 力 之 后 , 他 可 以 去 


+ 诈 * 


查看 一 下 解答 ,再 把 书 放 在 旁边 , 思考 一 下 关键 在 那里 , 然后 再 试 
图 去 做 出 解答 来 . 

在 某 些 地 方 ， 本 书 不 民用 大 量 的 图 示 或 详细 的 推导 过 程 ， 目 
的 是 使 读者 看 清 图 示 或 公式 的 演变 过 程 。 例如 , 可 参看 图 16.1^ 
16.5。 然而 任何 一 本 书 都 不 能 说 它 已 给 出 了 足够 的 图 形 或 公式 。 
当 读 者 读 到 某 一 段 时 ,可 能 有 两 种 态度 : 一 种 是 粗略 看 看 ,一 种 是 
读 深 读 透 。 如 果 想 读 深 读 透 , 那 就 应 该 手边 有 纸 有 笔 ,应 该 准备 写 
下 书 上 给 出 的 公式 或 画 下 书 上 给 出 的 图 形 以 及 公式 ， 看 到 演变 过 
程 的 各 种 细节 是 如 何 影响 最 后 的 结果 的 。 这样 作 就 会 有 助 于 记 住 
全 部 东西 。 


第 十 三 章 更 多 的 模式 与 最 重要 的 连接 - 


$ 2. 连续 证 实 几 个 结论 … 
$ 3. 证实 一 个 末 必 可 信和 的 结论 …- 
$4. 类 比 推理 …… 
$ 5. 加 深 类 比 …… 
$ 6. 被 隐没 的 类 比 推理 
第 十 二 要 的 外因 各 凡 昨 > 1v~14。[14. 经 无 数 的 徒劳 努力 而 后 所 得 
出 的 归纳 结论 ] … 


4 1. 审定 一 个 结论 
$ 2. 审 定 可 能 的 依据 
$ 3. 审 定 相抵 触 的 猜想 


$ 4. 逻 辑 术 语 、 

$5. 人 人 再 和 之 间 的 人 “23 
$ 56. 被 隐没 的 推理 ， 124 
$ 7. 一 张 表格 26 
$ 8. 简 单 模式 的 组 合 …27 
和 9. 关 于 类 比 推理 ee 28 
$ 10. 条 件 推理 …… 

§ 11. 关 于 连续 证 明 … ‘31 
$ 12. 关 于 对 抗 猜想 

$ 13. 关 于 法 庭 证 拨 .ee 34 


第 十 三 章 的 例题 和 注释 ,120; [第 一 部 分 ,1~v10; 第 二 部 分 y 


ys: 


1w20]。 19. 关 于 物理 及 数学 中 的 归纳 研究 。10. 试 验 性 的 一 般 
公式 .11. 越 是 自己 的 ， 就 越 复 杂 . 12. 连接 两 定点 有 一 条 直线 . 
13. 给 定 一 个 方向 过 一 定点 有 一 条 直线 。 画 一 条 平行 线 。14. 最 明 
显 的 情况 也 许 是 唯一 可 能 的 情况 。 15. 建 立 模式 。 词 的 功能 。16. 
仅仅 靠 巧合 这 可 能 性 实在 是 太 小 了 ，17 .完成 类 比 . 18. 一 个 新 狂 
想 。19. 另 一 个 新 猜想 。 20. 什 么 叫 典型 ?3] .pe 40 
第 十 四 章 ”机 会 ,永存 的 对 抗 猜想 … 
§ 1. 随 机 大 量 现象 ……………… 
$ 2. 概率 的 概念 … 
$ 3. 用 袋子 和 球 … 
$4. 概率 演算 .统计 假设 … 
$ 5. 频率 的 简单 预告 
§ 6. 现 象 的 解释 … 
$ 7 .判断 统计 假设 … 
$ 8. 在 统计 假设 之 间 进 行 选择 ， 
$ 9. 判断 非 统计 猜想 … 
§ 10. 判 断 数 学 猜想 ………* 。 
第 十 四 章 的 例题 和 注释 ，!~33; [第 一 部 分 , 1~18; 第 二 部 分 ， 
19 信 33]。 [19. 关 于 概率 的 概念 。 20. 为 什么 不 解释 概率 的 频率 概 
念 。 24. 概 率 与 问题 的 解 。 25. 有 规律 的 与 无 规律 的 。 26. 概率 演 
算 的 初等 规则 。27 .独立 ，30. 来 自 概率 的 排列 。 31. 来 自 概率 的 
组 合 。32. 一 个 对 抗 统计 猜想 的 选择 : 一 个 例子 。 33, 一 个 对 抗 统 
计 和 猜想 的 选择 : ”一般 看法 . ] 本 
第 十 五 章 ”概率 演算 与 合 情 推理 逻辑 … 
$1. 合 情 推理 规则 
$2. 论 证 推理 的 一 个 方面 … 
$ 3. 合 情 推理 的 一 个 对 应 方面 
$4. 概 率 演 算 的 一 个 方面 。 困 难 … 
$5. 概 率 演算 的 一 个 方面 。 一 个 尝试 
$6. 审 定 一 个 结论 ………… 
$ 7. 审定 一 个 可 能 的 根据 … 
4$ 8 .审定 不 相 容 的 猜想 
$ 9. 审 定 几 个 接连 的 结论 … 


“is 


§ 10. 关 于 情况 证 据 SE PERNR | 
第 十 五 章 的 例题 和 注释 ,1~9,。[4. 概 率 与 可 靠 狂 。5. 可 能 性 与 可 
华人 性 . 6. 拉 普 拉 斯 试图 连接 归纳 法 与 概率 。7 .为 什么 不 定量 ? 8. 
无 穷 小 可 靠 性 ? ”9. 容 许 规则 . ] 
第 十 六 章 溉 明 3 牙 池 中 的 合 情 拆 理 ，， 
§ 1. 本 章 的 目的 … etter a 
$ 2. 一 个 小 发 现 的 故事 … 
5 3. 
§ 4， 
55. 
56. 
§7. 
$ 3. 归纳 法 在 发 明 中 的 应 用 … 
$ 9. 对 教师 说 几 旬 话 esse 
第 十 六 章 的 例题 和 注释 , 1~13。[1. 致 教师 : 一 些 典型 问题 .7. 
谁 证 明 得 过 多 ， 谁 就 什么 也 没有 证 明 。 8. 接 近 与 可 信 。9 .数值 计 
算 与 合 情 推 理 。 13. 形 式 论证 与 合 情 推理 . ]… 
问题 的 解答 TEE oe 


* viies 


第 十 二 章 ” 几 个 著名 模式 


在 这 个 阶段 ,我 不 希望 审定 论证 的 这 种 形式 的 远 辑 证 明 ; 我 暂 
且 把 它 看 作 是 一 种 能 在 人 类 和 动物 的 习性 中 观察 得 到 的 习惯 ， 
一 一 贝 特 兰 . 罗 宗 '” (Bertrand Russcll) 


$ 1. 证 实 一 个 结论 

在 本 书 的 第 一 卷 《数学 中 的 归纳 和 类 比 》 中 ， 我 们 看 到 了 合 情 
推理 的 实例 ， 在 第 二 卷 中 我 们 要 用 概括 的 语言 来 描述 这 种 实例 . 
第 一 部 分 例子 已 经 简 述 了 合 情 推 理 的 某 些 形式 或 "模式 "在 这 一 
章 里 我 们 要 明白 地 系统 地 叙述 这 些 模式 ?>. 

我 们 从 合 情 推理 的 模式 开始 ,这 种 模式 具有 相当 广泛 的 用 处 ， 
以 致 我 们 几乎 能 从 任意 一 个 例子 中 把 它 引出 来 .但 还 是 让 我 们 举 
一 个 以 前 没有 讨论 过 的 例子 吧 . 

下 面 是 欧 拉 猜想 ?任何 可 以 写成 8 十 3 的 整数 是 一 个 平方 
数 与 一 个 素数 的 两 倍 之 和 . 欧 拉 没 能 证 明 这 个 猜想 ,现在 看 来 要 去 
证 明 它 的 难度 也 许 会 比 欧 拉 时 代 更 大 。 欧 拉 还 对 所 有 200 以 内 的 
形 如 8”* 十 3 的 数 证 实 了 他 的 猜想 ; 对 = 一 1, 2，……，10 见 表 I。 

这 种 实验 工作 可 以 很 容易 地 做 下 去 ;对 1000 以 下 的 数 无 一 例 
外 都 是 对 的 ?。 这 就 证 明了 欧 拉 猜想 了 吗 ? 决 不 是 的 ;即使 一 直 验 
证 到 1,000,000 也 还 是 什么 都 没有 证 明 。 然 而 每 一 个 验证 都 使 猜 
想 更 可 靠 一 点 ,在 这 当中 我 们 能 看 到 一 般 模式 。 


1) «和 哲学» (Philosophy), W. W. Norron & Co.，1927，80 页 . 

2) 本 章 的 一 些 内容 ， 我 曾 在 1950 年 «国际 数学 家 会 议 的 会 议 录 » (Proceedings of 
zhe International Congress of Mathematicians) 第 1 卷 , 739 ~ 747 页 “ 论 合 情 
推理 ”(On plausible reasoning》 一 文 的 发 言 稿 中 用 过 . 

3) < 全集 《Opere Omnia), 第 1 辑 第 4 卷 120~124 页 在 这 一 节 里 欧 拉 把 1 当 
作 素 数 ;为 说 明 3 一 1 十 2X 1， 这 是 必要 的 .。 

4) D. H. 兰 姆 〈Lechmer) 教授 的 书信 


ll=1+2X5 

19 一 9 十 2X5 

27 一 1+2X13 

35 一 1 十 2XX17 一 9 十 2X13 一 25 十 2XS5 

43 一 9 十 2XI7 

51 一 25 十 2X13 

59 一 1+2X29 一 25 十 2XI7 一 49 十 2X5 

67 一 9 十 2X29 

75 一 1 十 2X37 一 49 十 2X13 

83 一 1+2X41 一 9 十 2X37 一 25 十 2X29 一 494 2XI7 


设 4 为 某 个 明确 表达 的 猜想 ， 现 在 它 既 未 被 证 明 为 真 也 未 被 

证 明 为 假 . (例如, 4 可 以 是 欧 拉 猜想 , 则 对 # 一 1, 2,3,*…， 
8 十 3 一 ? 十 2p， 
此 处 * 是 整数 , p 是 素数 .) 设 B 是 4 的 某 个 结论 ; B 也 应 该 是 个 清 
楚 地 陈述 的 、 既 未 被 证 明 为 真 也 未 被 证 明 为 假 的 结论 . (例如 ，B 
可 以 是 欧 拉 猜 想 的 未 列 人 表 内 的 第 一 个 特例 ， 即 91 = x 十 2p.) 
现在 我 们 不 知道 4 为 真 还 是 8 为 真 。 然 而 ,我 们 知道 
4 给 含 B.， 

于 是 ,我 们 着 手 检验 B. 《只 做 几 个 实验 足以 发 现 关 于 91 的 假设 
是 真 还 是 假 .) 如 果 得 知 B 是 假 的 , 我 们 就 能 断言 4 也 是 假 的 。 这 
是 十 分 清楚 的 。 在 这 里 我 们 有 一 个 古典 的 初等 推理 模式 , 即 所 谓 
三 段 论 法 的 “否定 式 ”: 


4 蕴含 了 
8 假 
4 假 
把 两 个 前 提 与 结论 隔 开 来 的 水 平 线 通常 表示 “因此 ”一 词 。 这 里 我 


们 有 著名 的 论证 推理 模型 . 

如 果 马 是 真 的 ,结果 又 怎样 紧 ? 《确切 地 说 , 91 一 9 十 2X41 一 
81+2X5.) 没 有 论证 结论 :证实 4 的 结论 8 为 真 并 没有 证 明 羔 想 
4A， 然而 这 种 证 实 却 使 4 变 得 更 为 可 靠 . (再 一 次 证 实 使 殉 拉 狂 
想 变 得 稍微 更 加 可 靠 .) 在 此 我 们 有 一 个 含情 推理 模式 : 


站 


4 蕴含 日 
B 真 
了 更 可 靠 
水 平 线 又 表示 “因此 "。 我 们 将 这 个 模式 称 为 基本 归纳 模式 ， 或 稍 
简短 些 , “归纳 模式 ”. 

这 个 归纳 模式 没有 任何 使 人 惊奇 的 东西 。 相反 , 它 表达 了 一 
个 不 讲 常理 的 人 才 可 能 怀疑 的 信念 : 证 实 一 个 结论 总 是 使 猜想 更 
可 靠 。 稍 加 留意 ,我们 就 能 看 到 在 日 常生 活 中 , 在 法 庭 上 , 在 科学 
里 等 等 的 无 数 推理 ,这 些 推理 都 递 从 我 们 的 模式 。 


$2. 连续 证 实 几 个 结论 


在 这 节 我 们 把 短语 “讨论 定理 ” 寓 为 “讨论 或 考察 定理 的 某 些 
特例 及 它 的 一 些 更 直接 的 推论 ”这 样 的 特殊 意义 。 我 认为 在 低 年 
级 和 高 年 级 讨论 中 所 提出 来 的 定理 都 是 有 益 的 。 我 们 来 考虑 一 个 
非常 初等 的 例子 。 假 定 你 教 立 体 几何 并 且 必须 导出 一 个 锥 的 平 截 
头 体 的 侧面 积 公式 。 当然, 锥 是 直立 圆锥 , 已 给 出 其 底 半 径 为 R， 
顶 半径 为 +, 高 为 5， 你 做 完 通常 的 推导 ,得 到 结果 : 

4. 平 截 头 体 的 侧面 积 是 


x(R 二 r)W(R 一 站 十 历 。 
我 们 称 这 个 定理 为 4, 以 便 将 来 引用 。 


see 


验 其 正确 性 吗 ? 最 后 终于 得 到 了 你 的 班级 的 或 多 或 少 的 一 点 合 
作 ， 认 真 处 理 各 种 已 知情 况 。 如 果 R 一 *， 你 得 到 第 一 个 值得 注 
意 的 特例 : 

局 。 时 入 的 人 面积 是 21h， 

当然 ,上 表示 圆柱 的 高 , > 表示 它 的 底 半 径 。 我 们 称 4 的 这 个 
结论 为 Bi, 以 便 将 来 参考 ， 结 论 B, 在 你 的 班级 上 已 经 处 理 过 了 ， 
因而 把 它 看 作 4 的 一 个 证 实 。 


取 " 一 0, 你 得 到 另 一 个 特例 , 即 有 : 

B,， 锥 的 侧面 积 是 =RW Ri 十 户 . 

此 处 4 表示 锥 高 , R 表 示 锥 底 半 径 。4 的 结论 B, 也 已 经 是 已 
知 的 了 ,并 看 作 是 4 的 进一步 证 实 . 

相应 于 一 0 有 一 个 不 明显 但 却 有 趣 的 特例 : 

B,， 半径 分 别 为 R 与 的 两 个 同心 图 之 间 的 圆 环 面积 是 

xR’ 一 xr?. 

4 的 结论 B, 可 由 平面 几何 得 知 ,又 提供 了 4 的 另 一 个 证 实 . 

前 面 的 三 个 特例 都 可 以 从 早先 的 研究 中 得 知 ， 它 们 从 三 个 不 
同方 面 证 实 4; 三 个 图 形 (分 别 对 应 于 + 一 R,r 一 0 及 4 一 0 的 
圆柱 ,圆锥 及 同心 加 ) 看 上 去 却 是 完全 不 同 的 。 你 还 可 以 注意 到 非 
et te 

4， 半 径 为 R 的 圆 面积 是 xR*. 

Re 坐 在 最 后 一 排 的 一 个 似乎 睡 熟 了 的 男孩 ,在 我 的 
仔细 推导 接近 末尾 时 ， 他 睁 开眼 睛 并 表示 出 他 对 讨论 过 程 有 些 兴 
趣 。 公式 的 推导 显然 是 简单 而 容易 的 , 但 对 他 似乎 是 深奥 而 困难 
的 ,推导 没 能 使 他 信服 。 他 更 信服 于 讨论 : 他 想 , 在 如 此 多 又 是 如 
此 不 同 的 情况 下 受到 检验 的 公式 , 是 有 希望 被 证 明 是 正确 的 。 在 
这 样 的 想像 之 中 ,他 适应 了 合 情 推理 模式 ,这 模式 紧密 地 与 基本 归 
纳 模式 相 联系 ， Re 


蕴含 B 
Brs 与 硬汉 实 隐 4 国语 Bi， 
B;,"…, B, 相 比 分 不 同 的 


4 可靠 得 多 
这 个 模式 给 基本 归纳 模式 增加 了 一 个 条 件 。 当然 , 证 实 任 一 
结论 ,都 能 增强 我 们 对 猜想 的 信心 。 但 是 ,有 些 结论 的 证 实 能 较 多 
地 增强 我 们 的 信心 ， 而 另 一 些 结论 的 证 实则 较 少 地 增强 我 们 的 信 
心 。 刚才 说 的 模式 提出 一 种 很 值得 我 们 注意 的 情况 , 它 对 增强 归 
纳 证 据 的 份量 有 极 大 的 影响 :各 种 结论 都 试验 过 了 。 如果 新 结论 
与 以 前 证 实 了 的 结论 越 不 相同 ,新 结论 证 实 的 价值 就 越 大 。 


4 


现在 我 们 来 考察 问题 的 另 一 方面 . 拿 上 述 $1 的 例子 来 看 . 
证 实 欧 拉 狂想 的 表 I 内 的 相继 各 项 看 上 去 彼此 很 相似 一 一 除非 我 
们 注意 到 某 个 被 隐藏 的 线索 ， 而 要 看 到 这 样 的 线索 似乎 是 十 分 困 
难 的 . 因此 , 我 们 早晚 会 厌倦 于 一 系列 单调 的 证 明 。 在 证 实 了 一 
定数 量 的 实例 之 后 , 我 们 路 路 起 来 。 还 值得 再 做 一 个 吗 ? 如 果 下 
一 个 结论 是 否定 的 ， 那 就 会 推翻 猜想 一 一 但 是 下 一 个 实例 和 已 证 
实 的 实例 在 各 个 已 知 方面 是 那么 相似 ， 以 致 于 我 们 简直 不 能 期 待 
得 到 一 个 否定 的 结果 。 如 果 下 一 个 实例 的 结论 是 肯定 的 , 那 就 会 
增强 我 们 对 欧 拉 猜想 的 信心 ,但 这 种 信心 的 增强 是 如 此 之 少 ,以 至 
于 补偿 不 了 为 再 去 检验 下 一 个 实例 所 带 来 的 麻烦 . 

这 种 想法 提出 下 面 的 ,本 质 上 和 我 们 刚才 讲 过 的 并 无 不 同 的 、 
只 是 它 的 一 es 


是 十 分 村 富生 实 过 的 4 的 
结论 B:，B:，…， 
Bows 为 真 
4 只 是 多 一 些 可 靠 性 


人 与 前 面 局 证 实 的 续 论 之 间 的 莽 
Xt 


5 3. 证 实 一 个 未 必 可 信 的 结论 


在 欧 拉 的 一 本 有 点 名 气 的 简短 笔记 中 >, 他 认为 , 对 正 值 参数 
1 级 数 


CD LE DD CT 1)(z 十 2)(m 十 3) 
六 


一 一 一 一 一 十 
7 (7 十 5) 
对 所 有 * 值 都 收效 。 他 观察 到 关于 ”= 1, 2,3,4, 级 数 的 和 及 其 
零点 。 


1) “全集 > 《Opera Ommic)， 第 工 辑 ， 第 16 卷 * 第 1 节 。241~ 265 页 。 


nn 一 1: 和 cosx， 零点 土工， + 经， 二 至。 


2 一 2: 和 ss， 零点 二 zx， 土 2r。 士 3ry。 


#3: 和 41 一 p52， 零点 土 2r， 士 4r， 士 6 
4 一 4: 和 5 一 血 蕊 。 无 实 零点 


欧 拉 观 察 出 一 个 差异 : 在 前 三 个 实例 中 所 有 零点 都 是 实 的 ， 在 最 
后 一 个 实例 中 没有 一 个 零点 是 实 的 。 欧 拉 注意 到 在 前 两 个 与 第 三 、 
个 实例 之 间 的 颇 为 微妙 的 差异 : 对 ”一 1 与 ?一 2, 两 个 相 邻 的 
零点 之 间 的 距离 是 =( 倘 若 我 们 不 管 一 2 情况 的 相 邻 于 原点 的 
零点 )， 但 对 x 一 3， 相 邻 零点 间 的 距离 是 2x (加 上 与 上 述 相似 的 
条 件 )。 这 激 起 他 饶 有 趣味 的 观察 : " 一 3 时 , 所 有 零点 都 是 二 重 
零点 . “然而 我 们 由 分 析 得 知 ” 欧 拉 说 ,“ 一 个 方程 的 两 个 根 总 是 
在 由 实 根 到 虚 根 的 过 渡 中 相合 。 那么 ,我们 可 以 弄 懂 为 什么 当 = 
超过 3 时 ,所 有 零点 突然 变 成 复 的 .” 在 这 些 观察 的 基础 上 ,他 阐述 
一 个 令 人 惊异 的 猜想 ， 由 级 数 (1) 所 定义 的 函数 当 0 < ”< 3 时 
仅 有 实 办 点 , 且 有 有 无穷 多 个 ,但 当 。 > 3 时， 没有 于 鹤 点 ， 在 这 个 
叙述 中 ,他 把 ” 当 作 连续 变动 参数 . 

在 欧 拉 时 代 , 超 越 方程 零点 的 实 性 问题 完全 是 新 的 ,我 们 必须 
承认 ,甚至 今天 我 们 也 不 具备 系统 的 方法 来 解决 这 样 的 问题 。( 例 
如 ,我 们 不 能 证 实 黎 曼 〈Riemann)》 的 著名 假设 为 真 或 为 假 .) 因 此 ， 
欧 拉 的 猜想 显得 极其 大 胆 ， 我 认为 他 的 勇气 及 其 叙述 狂想 所 具有 
的 清晰 程度 是 令 人 惊叹 的 . 

欧 拉 的 令 人 钦佩 的 功绩 还 在 于 他 所 说 的 东西 在 一 定 程度 上 是 
可 以 理解 的 。 其 他 专家 在 处 理 别 的 课题 中 也 做 出 类 似 的 成 绩 , 我 
们 之 中 的 每 个 人 在 日 常生 活 中 也 会 做 类 似 的 事情 。 事 实 上 , 欧 拉 
录 从 办 时 的 用 个 细 蔬 寺 名 测 整 体 的 。 完全 关 似 地 一 个 考古 学 家 
可 以 相当 确切 地 从 磨损 了 的 石头 上 的 零星 字句 中 重新 考证 出 整 入 
碑文 。 一 个 古生物 学 家 在 检查 了 几 块 骨头 化 石 之 后 可 以 相当 逼真 
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地 画 出 整个 动物 . 当 一 个 你 很 熟悉 的 人 以 某 种 方式 开始 谈话 时 ,他 
讲 过 几 名 话 之 后 ,你 就 会 预言 他 打算 讲 的 整个 故事 ， 完 全 类 似 地 ， 
欧 拉 从 清楚 地 看 到 的 几 点 出 发 猜 出 了 整个 故事 ,整个 数学 事态 . 

欧 拉 只 考虑 = 一 1, 2, 3, 4 这 几 个 实例 就 进行 推测 ,这 就 更 值 
得 注意 . 可 是 , 我 们 不 应 该 忘记 间接 证 据 可 能 是 很 强 有 力 的 . 一 个 
被 告 被 指控 炸 毁 了 他 女 朋友 的 父亲 的 游艇 ， 并 且 原 告 拿 出 来 一 张 
被 告 签署 的 购买 这 么 这 么 多 数量 炸药 的 收 条 。 这 种 证 据 大 大 地 加 
强 了 原告 的 诉讼 份量 .为 什么 ?因为 普通 市 民 买 炸药 本 来 就 是 一 件 
不 平常 的 事情 ， 于 是 为 了 炸 毁 某 件 东西 或 炸 死 某 个 人 而 去 买 炸 药 
就 完全 可 以 理解 了 。 请 看 ， 这 桩 官司 非常 类 似 于 欧 拉 级 数 2 一 3 
的 情况 。 弄 清楚 随意 写 出 的 方程 的 所 有 根 是 二 重 根本 来 是 件 很 不 
平常 的 事 . 然而 从 两 个 实 根 到 两 个 复 根 的 过 渡 之 中 出 现 二 重 根 是 
完全 可 以 理解 的 。n 一 3 时 的 实例 是 欧 拉 提出 来 的 最 强 有 力 的 一 
件 间 接 证 据 , 从 中 我 们 能 看 出 一 个 合 情 推理 的 一 般 模 式 : 


4 蕴含 也 
B 本身 很 不 像 是 可 靠 的 
B 真 
4 极为 可 靠 


这 模式 也 像 是 对 基本 归纳 模式 ($1) 的 修改 或 深化 。 现在 不 作 特 
别 解释 ,我 们 添加 一 个 从 反面 解释 相同 思想 的 补充 模式 : 


4 蕴含 B 
8 本身 像 是 十 分 可 靠 的 
B 真 
4 只 多 一 点 可 靠 
证 实 一 个 结论 的 价值 的 大 小 ， 是 按 这 一 结论 本 身 的 不 可 千 程 摩 来 
定 的 .最 惊人 的 结论 的 证 明 是 最 令 人 叹服 的 . 


顺便 说 一 句 , 欧 拉 是 对 的 : 150 年 以 后 , 他 的 猜想 完全 被 证 实 
了 5 


1) 见 作 者 的 论文 “关于 欧 拉 论文 的 超越 方程 > 《Sopra una equazione transcende- 
nte trattata da Eulero), < 意大利 数学 家 学 会 会 报 » 《Bolletino dei Unione 
Matematica Italiana), 第 5 着 ,1926, 64~68 页 . 
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5 4. 类 比 推理 


在 这 段 里 回顾 一 下 第 一 卷 “ 归 纳 与 类 比 ” 的 一 些 例 子 是 有 益 
的 .我 们 已 经 在 本 章 前 几 节 中 系统 地 讲 过 了 几 个 合 情 推 理 模式 : 
怎样 按 这 些 模式 来 看 待 那些 例子 呢 ? 

让 我 们 来 考 虚 两 个 相关 的 例子 (分 别 在 第 一 卷 的 $10.1 与 
$ 10.4) .其 中 之 一 与 等 周 定理 及 负 卡 儿 有 关 , 男 一 个 与 等 周 定理 的 
物理 类 比 及 瑞 利 事 士 有 关 。 我 们 应 重 作 第 十 章 的 两 个 表 (在 那里 
称 为 表 LT, 表 开 , 在 这 里 称 为 表 II, 表 II) 把 它们 并 排放 着 . 表 芽 
( 按 本 章 编号 称呼 ) 列 出 十 个 图 形 的 局 长 , 每 个 图 形 有 相同 面积 为 
1, 表 II 列 出 相同 的 十 个 图 形 的 主 频率 〈 看 作 振动 薄膜 ). 


表 也 表 JI 
等 积 图 形 的 周 长 等 积 薄膜 的 主 频 率 
加 3.55 加 4.261 
正方 形 4.00 正方 形 4.443 
加 的 1/4 4.03 贺 的 1/4 4.551 
长 方形 3:2 4.08 区 的 1/6 4.616 
半 回 4.10 长 方形 3:2 4.624 
网 的 1/6 4.21 等 边 三 角形 4.774 
长 方形 2:1 4.24 半 回 4.803 
等 边 三 角形 4.56 长 方形 2:1 4.967 
长 方形 3:1 4.64 等 腰 直 角 三 角形 。 4.967 
等 腰 直 角 三 角形 4.84 长 方形 3:1 5.736 


一 张 表 中 的 周 长 , 另 一 张 表 中 的 主 频 率 都 按 递 增 排列 。 两 张 
表 都 从 圆 开始 ,在 所 列 的 十 个 图 形 之 中 加 有 最 短 的 周 长 ,也 有 最 低 
的 主 频率 ,这 就 提出 两 条 定理 : 

所 有 给 定 面积 的 注 联 中 加 有 最 你 让 频 让 . 

第 一 个 命题 是 等 局 定理 ， 第 二 个 是 著名 的 瑞 利 姻 士 的 猜想 . 
我 们 的 表 为 两 个 定理 提供 了 可 靠 的 归纳 证 所 ,当然 未 予 证 明 . 

现在 和 我 们 在 $10.1 及 $10.4 考虑 这 些 表 的 时 候 比 起 来 ,情况 
已 发 生 了 变化 。 其 闻 我 们 已 经 看 到 等 周 定理 的 一 个 证 明 ($10,6 一 


$B。 


$10.8， 例 10.1~10.15)。 由 表 开 所 归纳 出 来 的 圆 的 几何 最 小 性 
质 已 被 证 明 . 自 然 希 望 由 表 三 归纳 出 来 的 历 的 类 似 的 物理 最 小 性 
质 也 应 该 是 真 的 .基于 这 样 的 希望 ,我 们 得 出 如 下 一 个 重要 的 合 情 
推理 模式 : 
4 类 似 于 B 
B 真 
4 更 可 靠 


让 的 
把 这 个 模式 应 用 到 讨论 过 的 情况 似乎 是 合理 的 。 并且 在 这 个 
情况 中 ,还 有 进一步 值得 探索 的 有 希望 的 迹象 。 


$ 5. 加 深 类 比 


并 列 的 表 本 与 表 TI 似乎 提供 进一步 启示 。 所 考虑 的 十 个 图 
形 并 不 是 严格 地 按 相同 顺序 在 两 张 表 中 出 现 。 排 列 顺 序 有 其 独特 
之 处 ， 表 开 与 表 全 的 排列 法 显得 相差 不 大 ,但 这 不 是 主要 点 . 表 
内 包括 各 类 图 形 ; 长方形， 三角形， 扇形 .同类 图 形 是 怎样 排列 
的 ?怎样 列 出 仅 有 一 类 图 形 的 更 短 的 表 ? 这 些 表 包括 几 种 规则 图 
形 ， 等 边 三 角形 ， 正 方形 ， 别 忘 了 还 有 圆 ， 怎 样 排列 这 些 规则 图 
形 ?我 们 能 设法 把 这 些 不 同类 图 形 进行 比较 吗 ?譬如 三 角形 和 遍 
形 ? 我 们 能 不 能 把 另外 一 些 图 形 添 到 表 里 去 以 扩充 归纳 基础 ? 
(此 处 我 们 很 受 限制 , 计算 面积 与 周 长 并 不 困难 , 主 频率 却 难 以 计 
算 , 并 且 它 的 显 式 表达 仅 有 很 少 几 种 是 已 知 的 .) 我 们 终于 获得 表 
Iv. 

表 IV 显示 出 依赖 于 可 变 平面 图 形 形 状 的 这 两 个 量 ， 周 长 与 
主 频 率 之 间 的 值得 注意 的 相似 性 。 (我 们 不 应 忘记 可 变 平面 图 形 
的 面积 是 固定 等 于 1 的 .) 如 已 知 周 长 ,就 决 不 可 能 算出 主 频率 , 反 
之 杰 伏 .然而 ,由 表 IV 判断 ,我 们 会 想到 ， 在 许多 简单 情况 里 ,这 
行 顺序 看 ， 如果 有 一 列 数据 是 六 增 的 ,那么 另 一 列 也 相应 地 北 增 。 
如 果 有 一 列 是 递减 的 , 则 另 一 列 也 相应 地 递减。 


表 IV. 


等 面积 困 形 的 哇 长 与 主 频率 


图 形 周 长 
长 方形 
1:1《 正 方形 ) 4.00 
332 4.08 
2:1 4.24 
3:1 4.64 
三 角形 : 
60° 60° 60° 4.56 
45° 45° 90° 4.84 
30° 60° 90° 5.08 
扁 形 : 
180°( 半 加 》 4.10 
90° (1/4 圆 ) 4.03 
60° (1/6 网 ) 4.21 
45° 4.44 
36° 4.68 
30° 4.93 
规则 图 形 : 
加 3.55 
正方 形 4.00 
等 边 三 角形 4.56 
三 角形 与 扇形 比较 : 
三 角形 60° 60° 60° 4.56 
扇形 60° 4.21 
三 角形 45”45° 90° 4.84 
扇形 45" 4.44 
三 角形 30”60° 90° 5.08 
山形 30" 4.93 


我 们 专 看 长 方形 。 如 果 长 与 宽 之 比 从 1 增 至 co , 则 它 的 形状 
从 正方 形变 到 无 限 拉 长 的 长 方形 ， 周 长 与 主 频率 似乎 是 不 断 地 增 
加 。 正 方形 , 作为 一 个 规则 图 形 , 在 所 有 四 边 形 中 与 圆 " 最 接近 ”， 
它 有 最 小 周 长 , 也 有 最 小 主 频率 。 在 所 列 的 三 个 三 角形 中 ,等 边 三 
角形 , 它 是 规则 图 形 , 在 所 有 三 角形 中 与 圆 “ 最 接近 ”, 它 有 最 小 周 
长 ,也 有 最 小 主 频率 。 扇形 的 特性 较为 复杂 ， 当 其 角度 由 180° 变 
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主 频 率 


4.443 
4.624 
4.967 
5.736 


4.774 
4.967 
5.157 


4.803 


4.551 
4.616 
4.755 
4.916 
5.084 


4.261 
4.443 
4.774 


4.774 
4.616 
4.967 
4.755 
5.157 
5.084 


到 0° 时 ,其 周 长 先是 减少 , 达到 最 小 值 ,然后 增 大 ;其 主 频率 以 同 
样 方 式 变化 .现在 我 们 来 观察 规则 图 形 . 等 边 三 角形 有 三 条 对 称 
轴 , 正方 形 有 四 条 对 称 轴 , 而 圆 有 无 穷 多 条 对 称 轴 . 就 我 们 从 表 IV 
能 看 到 的 , 当 对 称 轴 数 增加 时 , 周 长 与 主 频率 似乎 都 是 减少 的 . 在 
表 IV 的 最 后 一 段 中 ,我 们 拿 每 个 三 角形 与 中 心 角 等 于 这 三 角形 最 
小 角 的 扇形 相 比 ,在 所 有 三 种 情况 里 , 扇形 有 较 短 的 周 长 和 较 低 的 
主 频率 ,因而 它 看 来 是 “更 圆 " 些 。 

当然 ,关于 这 些 规 律 我 们 所 确切 知道 的 也 就 是 表 IV 所 列 的 那 
些 . 表 IV 上 暗示， 超出 所 搜集 的 实验 材料 之 外 的 情况 ,规律 仍然 存 
在 并 且 是 应 用 合 情 推理 方法 得 出 的 ,而 决 不 是 已 证 明 过 的 .因此 表 
IV 把 我 们 引 到 几 个 新 猜想 ， 虽 然 它们 与 瑞 利 猜想 相似 , 当然 受 更 
多 的 限制 . 

表 IV 怎样 影响 我 们 对 瑞 利 猜想 的 信任 呢 ? 我 们 能 在 表 IV 中 
发 现 以 前 讨论 表 荆 \ 表 I 过 程 中 所 未 曾 提 及 的 任何 推理 的 依据 
妈 ? 

我 们 真 的 能 做 到 .首先 , 在 表 IV 里 颇 有 几 个 特例 , 其 中 瑞 利 
猜想 是 被 证 实 了 的 (30°,60°,90° 的 三 角形 , 张 角 为 45° , 36° , 30° 
的 扇形 )。 并且 还 不 止 于 此 ,等 周 定理 与 瑞 利 猜想 之 间 的 类 比 已 经 
深化 多 了 。 表 IV 所 列 的 事实 给 类 比 增添 了 几 个 新 的 方面 。 如 果 
结论 所 赖 以 建立 的 类 比 本 身 变 得 更 强 有 力 ， 那 么 设想 一 个 由 此 类 
比 得 到 的 结论 也 变 得 更 强 有 力 ,这 似乎 是 适当 的 。 因 而 表 IV 使 瑞 
利 猜想 更 强 有 力 了 . 


5 6. 被 隐没 的 类 比 推理 


到 现在 为 止 还 有 可 讨论 的 事情 。 正 如 我 们 已 经 看 到 的 , 表 IV 
提出 几 个 类 似 于 瑞 利 猜想 的 猜想 (但 比 瑞 利 猜想 更 受 限制 )， 表 
IV 提出 这 些 猜 想 ,也 给 它们 以 某 些 似 真性 . 然而 反 过 来 ,这 情况 十 
分 合理 地 了 略 把 瑞 利 原先 猜想 的 似 真性 提高 了 。 如 果 你 也 是 这 么 想 
的 ,你 就 按 下 面 模式 来 考虑 : 


4 类 似 于 B 
B 更 可 靠 
《4 稍 更 可 靠 


第 十 二 章 的 例题 和 注释 


1. 表 工 列 出 一 些 $1 提 到 过 的 吹 拉 猜想 的 归纳 证 据 , 它 很 相似 
于 $1.3 的 表 或 相似 于 第 四 章 的 表 I, I, 及 II, 或 相似 于 用 来 证 明 
欧 拉 的 “关于 数 的 因子 和 的 最 非凡 的 定律 ”的 表 ， 见 $6.2. 这 些 表 
也 相似 于 第 三 章 的 两 个 表 , 一 个 在 $3.1 (多 面体 ), 另 一 个 在 $3.12 
(空间 的 分 割 )， 其 相似 程度 更 接近 于 这 个 表 中 的 硅 一 个 呢 ? 

2. 欧 拉 按 ”一 1,2,3,4,-… ,20 证 明了 他 的 “最 非凡 定律 ” 
(参看 $6.2) 之 后 , 却 按 w 一 101 与 一 301 继续 证 明 它 . 他 有 充 
分 理由 确定 用 101 与 301 而 宁愿 不 用 21 与 22 (在 他 的 论文 的 一 
开头 就 清楚 地 加 以 说 明了 )。 不 管 你 记得 或 者 只 是 含糊 地 记得 欧 
拉 定 律 的 内 容 ， 你 是 否 愿 意 想 一 下 证 实 > 一 101 与 301 的 实例 会 
比 证 实 n = 21 与 22 更 具 试验 价值 吗 ? 

3. 设 三 角形 的 三 条 边 为 a,5,c，2p 一 4a 十 5 十 c 为 周 长 , 面 
积 为 4. 

尽 你 所 能 用 的 各 种 方法 来 检验 海伦 公式 

A = plp—a)(p— bp— oe). 

4. 我 们 考虑 一 个 内 接 于 圆 的 四 边 形 . 其 四 条 边 为 vs, be 与 
4d, 周 长 为 2p 一 a 十 5 十 c 十 4d, 面积 为 4. 

断言 

L(yp—ap— bp ep 一 人。 

尽 你 所 能 用 的 方法 来 检验 它 , 你 有 什么 说 明 的 码 ? 

5, 设 四 面体 体积 为 V， 

sb, es 


ce»,1,8 


为 六 条 毯 的 长 度 ; 积 ,2 与 < 共 顶 点 ,。 是 4 的 对 悉 , 了 是 二 的 对 
千 ，& 是“ 的 对 悉 . 《四 面体 的 两 条 积 被 相互 称 为 对 悉 , 如 果 它 们 
无 公共 顶点 .〉 积 。,f 与 8 是 四 面体 的 一 个 面 的 三 条 边 ,这 个 面 
与 千 4,5, < 的 共 顶 点 相对 .断言 
144 太 一 4abe + (+e me 十 于 一 户 (2 十 及 
—g)—a + be +e—f) 
— c(t — py. 
尽 你 所 能 来 检验 这 个 断言 ，[ 关 于 VV 的 表达 式 对 六 条 积 是 对 称 的 
码 ?] 
6. 对 nn 一 1,2,3,"…, 设 
a"+b" + ce" sy 
并 用 x 的 恒等式 定义 p,q 与 + 
(x—a)(x+— br—e)=r—pr+ar—r, 
于 此 有 


bb 一 4 十 5 十 c， 
gqg=ab+act bc, 
r= abc. 
《在 通常 的 术语 中 , pb, 4 与 7 是 *，2 与 < 的 “初等 对 称 函 数 "。r 
是 “ 同 符 和 ”.) 显 然 , p 一 4. 断言 ,对 ,与 < 的 任意 值 ， 
~ 2 一 53o 十 39 
5(3 一 5) ” 
各 一 5939 一 593 9sss 
15(3 — s) 
车 分 母 不 为 零 。 以 特例 a 一 1 ,b&b 一 2, c 一 3 及 列 于 下 表 的 另外 
三 个 实例 检验 这 些 公式 : 
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7 一 


实例 a 2b 3 
(1) 1 2 3 
(2) 1 2 一 3 
(3) 1 2 0 
(4) 1 2 —2 


设计 更 多 的 检验 。 特 别 地 , 试 推广 实例 (2)，(3) 与 (4).。 

7. 设 4, Bi, B;, B; 与 B4 具有 $ 2 中 所 赋予 的 含义 ， 紧 接 证 
实 B:，B: 与 B: 之 后 , 证 实 B, 能 给 4 提供 附加 的 归纳 证 据 吗 ? 

8. 让 我 们 回想 起 欧 拉 的 “最 非凡 定律 ”, 并 回忆 起 $6.3 所 解释 
的 缩写 字 了 ,C1,C2, C:…，Cr，C，C 的 含义 。 那 时 欧 拉 
未 证 明定 理 了 ,但 是 他 凭借 归纳 法 证 实 了 结论 Ci,C;,C;,*…* Ca， 
从 而 他 支持 定理 了 (也 许 , 他 已 做 过 的 远 不 止 于 Cw). 后 来 他 发 现 ， 
Cr，C#，Cy，-… 也 是 T 的 结论 并 证 实 了 CC … ,C 加 ，C 四 、 
C 吉 .由 于 这 些 新 的 证 明 , 欧 拉 的 信心 大 概 是 增强 多 了 ，, 但 是 有 理 
由 认为 是 增强 了 吗 ? [读者 在 这 里 需要 比 在 例 2 中 更 密切 地 注意 
细节 .1] 

9. 我 们 回 到 $1 讨论 过 的 欧 拉 猜 想 ;为 简短 起 见 , 称 它 为 猜想 
E”。 把 缩写 字母 的 含义 简明 地 注释 一 下 

E: 8 十 3 一 妇 十 2bp. 

导致 欧 拉 得 到 他 的 狂想 五 的 思想 值得 提 一 下 . 欧 拉 对 这 些 著 
名 的 数论 定理 做 了 许多 工作 , 费 马 曾 未 加 证 明 地 叙述 过 这 些 定理 。 
其 中 之 一 ( 称 它 为 “猜想 F”) 是 说 任何 整数 是 三 个 三 角 数 之 和 .我 
们 简要 地 注释 一 下 这 个 缩写 字母 的 含义 ， 

F: n=**— D0—1 十 2x 一 1 
2 2 2 


网 拉 注 意 到 ， 如 果 猜 想 E 为 真 ， 费 马 猜想 也 容易 推出 。 也 就 是 
说 , 欧 拉 确信 五 荀 含 F( 详 情 看 下 面 例 10) . 欧 拉 决心 证 实 费 马 猜 
想 ,他 自然 希望 他 的 猜想 5 应 该 是 真 的 .这 仅仅 是 一 种 奢望 妈 ? 
我 不 这 样 想 ; 按 下 面 程式 ,所 考虑 的 关系 式 提供 一 些 弱 的 但 对 相信 
欧 拉 猜想 并 非 不 合理 的 基础 : 
五 蕴含 忆 
一 可 靠 
已 稍微 可 靠 

这 里 有 了 另 一 个 合 情 推理 模式 . 读者 应 该 把 它 同 基本 归纳 模式 比 
较 一 下 . 

10. 在 证 实 E 蕴 含 F 时 ( 见 前 面 例 9 中 的 说 明 ), 欧 拉 用 一 个 他 


。l4+. 


过 去 证 明了 的 更 为 深刻 的 结果 : 形 如 4z 十 1 的 素数 是 两 个 平方 
数 之 和 . 《在 例 4.4 中 曾 用 归纳 法 讨论 过 .) 认为 这 个 结果 当然 是 
对 的 ,因而 也 就 证 实 E 确 实 蕴含 F. 
11. 欧 拉 在 想 出 他 的 在 $3 中 所 讨论 过 的 猜想 之 后 ， 他 曾 通过 
用 几 个 # 值 计算 他 的 级 数 的 第 一 个 零点 去 检验 猜想 . 《所 谓 “ 第 一 
个 零点 ”, 我 们 是 指 一 个 零点 的 绝对 值 是 最 小 的 .如 果 * 是 所 讨论 
的 级 数 的 第 一 个 零点 , 则 一 x 也 是 一 个 零点 ， 且 * 与 一 * 都 是 “第 
一 个 零点 "， 因 此 , * 是 实 的 当 且 仅 当 x 是正 的 .) 当然 ,他 只 能 近 
似 地 算出 这 些 零点 .他 常用 来 作 这 种 计算 的 一 种 方法 (丹尼尔 伯 
努 利 方法 ) 提 供 下 面 关 于 ”一 1/2, 1/3, 1/4 的 第 一 个 零点 * 的 一 
系列 近似 值 . 
n= 1/2 n= 1/3 n= 1/4 
4x: ~ 3.000 9x ~ 4.0000 16z ~ 5.0000 
3.281 4.2424 5.2232 
3.291 4.2528 5.2302 
3.304 4.2532 5.2304 


在 所 有 这 三 种 情形 里 ， 近 似 值 似乎 是 有 规律 地 且 相当 快 地 趋 于 一 
个 正 的 极限 值 , 欧 拉 把 这 当 作 第 一 个 零点 是 实 值 的 征兆 ,并 且 因 此 
使 他 的 狂想 得 到 肯定 . 

让 我 们 来 实现 欧 拉 的 启发 式 结论 的 一 般 程 式 . 设 4 表示 $3 所 
解释 的 关于 他 的 级 数 的 零点 的 实 性 的 猜想 ， 设 表示 对 ”一 1/2 
的 第 一 个 零点 是 实 的 这 一 事实 .。 显然 4 蕴含 B. 现在 欧 拉 并 不 
证 实 B, 他 仅仅 使 8B 更 可 人 靠 .。 因此 这 里 我 们 有 下 面 的 合 情 推理 模 
式 


A 蕴 合 B 
了 更 可 靠 
工 稍微 更 可 靠 
这 第 二 个 前 提 比 基本 归纳 模式 的 第 二 个 前 提 更 弱 ， 这 词 “ 稍 微 "被 
插 到 这 里 是 为 了 强调 结论 也 比 基 本 归纳 模式 的 结论 更 弱 . 
12. 近 代数 学 家 能 从 前 面 例 11 的 数据 中 导出 比 欧 拉 自 己 导出 
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的 结论 更 为 严格 的 启发 式 结论 .可 以 证 明 , 如 果 欧 拉 级 数 仅 有 实 零 

点 ， 用 丹尼尔 ， 伯 努 利 方法 所 得 到 的 一 系列 近似 值 必 然 组 成 为 一 

个 递增 数列 ?. 设 4 表示 与 前 面 例 11 相同 的 猜想 ,但 现在 设 B 表 

示 另 一 个 叙述 ， 即 如 下 : “对 ”一 1/2， 用 丹尼尔 ， 伯 努 利 方法 

所 得 到 的 前 四 个 近似 值 组 成 一 个 递增 数列 ， 并且 对 = 一 1/3 与 

2 一 1/4， 有 同样 情形 .那么 "已 知 基本 归纳 模式 的 两 个 前 提成 立 
2 


并 且 所 得 的 启发 式 结论 是 更 强 些 . 

对 上 述 可 做 两 点 补充 ， 

(1) 欧 拉 没有 系统 地 叙述 过 刚才 所 引用 的 丹尼尔 。 伯 努 利 方 
法 的 性 质 并 且 肯 定 没 有 证 实 过 它 ， 然而 很 可 能 由 于 他 具有 使 用 这 
种 方法 的 广泛 经 验 , 所 以 他 已 经 有 了 某 些 关 于 这 方面 的 归纳 知识 . 
因此 ,网 拉 昌 然 没 有 明显 地 引出 近代 数学 家 的 结论 ,但 他 却 有 这 一 
方法 的 一 种 不 太 清晰 的 形式 .而 且 就 其 丰富 的 数学 经 验 而 论 , 他 
大 概 还 有 他 婚 未 能 完全 系统 地 叙述 出 来 留 给 后 世 而 我 们 今天 也 不 
可 能 弄 清楚 的 别 的 某 种 暗示 方法 . 

(2) 例 11 所 引用 的 数据 导致 作者 相信 上 述 引 文中 所 证 明 的 
一 般 性 定理 .这 是 一 个 小 的 但 却 是 把 归纳 法 应 用 到 数学 研究 中 的 
具体 例子 . 

13. 在 第 四 章 我 们 归纳 地 研究 了 四 个 奇数 平方 和 ;参看 $4.3 ~ 
$4.6 表 I， 其 后 我 们 处 理 了 包括 四 个 任意 数 平方 和 与 八 个 数 平方 
和 的 类 似 问 题 ; 参看 例 4.10~4.23 及 表 III， 对 前 者 的 研究 确 
实 帮 助 我 们 去 认识 关于 后 面 情况 的 规律 我们 能 够 由 于 前 者 的 研 
究 结 果 而 提高 了 对 后 者 的 研究 结果 的 信任 吗 ? 

。 “14. 经 无 数 的 徒劳 努力 而 后 记得 出 的 愉 纳 结论 。 用 直 尺 和 回 
规 画 出 与 给 定 半径 的 圆 等 面积 的 正方 形 的 边 。 这 是 古 希腊 人 所 想 
出 来 的 著名 的 圆 积 法 问题 的 严格 叙述 .在 中 世纪 ,人 们 并 没有 把 这 


1) 君 作者 论文 “关于 堵 级 数 的 注 记 ? 《Remarks on power series)。*< 教 学 科学 学 
报 > CActa Scientiarum Mathematicarum), V. 12B,，1950, 199~~203 页 . 
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个 问题 给 忘记 了 ， 虽 然 我 们 不 能 相信 那 时 会 有 许多 人 懂得 它 的 严 
格 氢 述 ;但 本 (Dante) 在 《神曲 》 的 高 潮 , 接 近 这 诗篇 的 末尾 所 到 这 
个 问题 . 当 法 国 科学 院 做 出 决议 不 再 审阅 贺 积 法 问题 的 稿件 时 ， 
这 问题 就 已 经 有 两 千年 左右 的 历史 了 .是 科学 院 眼界 太 狭 窄 吗 ?我 
不 这 样 认 为 ; 在 成 千 人 作 了 几 千 年 的 徒劳 努力 之 后 就 有 理由 怀疑 
这 问题 是 不 可 解 的 . 

如 果 想 使 你 放弃 你 已 经 反复 作 过 多 次 努力 尚未 攻克 的 题目 ， 
只 有 一 种 办 法 ,就 是 把 你 强 拖 开 ; 如 果 你 很 固执 , 或 者 已 深 深 地 陷 
人 一 个 问题 ,你 只 能 在 作 了 很 多 并 且 很 大 的 努力 之 后 才 肯 罢 手 ; 如 
果 你 只 是 随便 地 做 做 ,并 未 严肃 地 关心 某 个 问题 ,也 许 只 要 经 过 几 
次 随便 的 试验 之 后 就 会 放手 ， 然 而 在 上 述 任何 情况 中 都 有 一 种 归 
纳 结论 ， 你 心中 得 出 的 猜想 是 : 

4, 做 这 件 工作 是 不 可 能 的 . 

你 注意 到 : 

B. 我 其 至 不 能 做 这 件 工作 . 

本 质 上 ,这 真是 很 不 相同 的 ， 然 而 确实 

4 丝 含 B 

因而 你 对 B 的 观察 按 基本 归纳 模式 来 看 使 4 更 可 靠 . 

严格 地 叙述 的 求 与 圆 等 积 的 正方 形 的 不 可 实现 性 ， 在 厄 米 特 
(Hermite) 的 基础 工作 之 后 于 1882 年 被 林 德 曼 《Lindemann》 所 证 
实 , 从 古 希 腊 至 今 还 有 许多 其 它 类 似 问 题 ( 三 等 分 角 和 倍 立方 体 )， 
在 积累 了 徒劳 努力 之 后 ， 最 终 被 证 明 是 不 可 解 的 . 在 设计 “ 永 动 
机 ”的 徒劳 努力 之 后 , 物理 学 家 们 系统 地 叙述 了 “ 永 动 的 不 可 能 性 
原理 ”, 并 且 这 条 原理 证 明 是 极其 有 益 的 。 


第 十 三 章 更 多 的 模式 与 
最 重要 的 连接 


当 我 们 已 经 直观 地 和 弄 懂 了 几 个 简单 的 定理 的 时 候 …, 如 果 能 通 
过 连续 的 不 间断 的 思考 活动 ， 把 这 几 个 定理 贯穿 起 来 , 司 出 它们 之 
闻 的 相互 关系 ,并 能 同时 尽 可 能 多 地 明确 地 想像 出 其 中 的 几 个 , 那 
将 是 很 有 益 的 ， 照 这 样 我 们 的 知识 无 疑 地 会 增加 ,理解 能 力 会 有 显 
著 的 提高 。 
一 一 第 卡 儿 ” 


$1. 审定 一 个 结论 


考虑 一 种 在 数学 研究 中 常常 发 生 的 情况 。 我 们 希望 判定 一 个 
被 清楚 地 叙述 的 数学 命题 4 是 真 还 是 假 。 也 许 , 有 些 直觉 使 人 相 
信 4 是 真 的 , 但 这 还 不 够 : 我 们 希望 能 证 实 4 为 真 或 为 假 。 我 们 
研究 这 个 问题 但 是 未 取得 决定 性 的 成 功 ， 过 了 一 会 儿 我 们 注意 到 
4 的 结论 B, 这 个 B 是 一 个 熟知 的 由 公式 清楚 表达 的 数学 定理 ， 
它 由 4 得 之 : 

4 草 仿 了. 

我 们 仍然 不 知道 是 真 还 是 假 。 现在 似乎 是 比 4 更 容易 求证 ; 
由 于 某 种 原因 我 们 有 用 8 比 用 4 好 的 印象 ， 因 此 ， 我 们 转 而 去 
审查 B， 并 着 手 解 答 问 题 是 其 还 是 人 最 终 我 们 成 功 地 解答 

那 要 看 解答 了 . 和 是 假 ; 并 和 这 个 是 4 的 结 
论 , 就 能 确实 推 知 4 必定 也 是 假 的 ， 然 而 , 如 果 得 知 B 为 真 , 则 不 


1) 他 的 关于 思维 方向 的 第 十 一 条 规则 . 《The eleventh of his Rules for the 
Direction of the Mind.) 见 < 全 集 > (Oeuvres), 由 Adam and Tannery 发 行 ， 
第 10 着 1908, 407 页 。 
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存在 这 种 论证 推理 : 虽然 它 的 结论 B 是 真 的 ，4 本 身 还 可 能 是 假 
的 。 可 是 有 一 个 启发 推理 :由 于 它 的 结论 B 是 真 的 ，4 本 身 似乎 
该 更 可 信 些 。 依照 我 们 关于 B 的 认识 , 得 出 一 个 论证 的 或 启发 的 
模式 : 


论证 的 启发 的 
有 4 葡 含 B 4 蕴含 刀 
一 3 假 _ _B3 真 _ 

4 假 4 更 可 靠 


我 们 已 经 在 $12.1 遇见 过 这 些 模式 在 那里 把 启发 模式 称 为 基本 
妇 纳 模式 .在 下 节 中 我 们 将 遇见 类 似 的 但 却 不 同 的 模式 、 


52. 审定 可 能 的 依据 


考虑 另外 一 种 在 数学 研究 中 常 发 生 的 情况 ， 我 们 希望 判定 叙 
述 得 很 清楚 的 命题 4 是 真 还 是 假 。 希望 证 实 它 为 真 或 为 假 、 在 作 
过 一 些 非 决 定性 的 工作 之 后 ,我 们 发 现 另 一 个 命题 8， 并 且 4 由 
B 推 出 ,不 知道 是 真 还 是 假 ,但 已 经 证 明 

B 缠 含 4. 

那么 ,如 果 我 们 能 证 实 B, 所 希望 求 的 4 即 可 推 得 ; 也 是 一 个 用 来 
证 实 4 的 可 能 的 依据 。 我 们 会 对 4 表示 厌倦 ， 或 者 刀 对 我 们 会 显 
得 比 4 更 有 希望 。 由 于 某 种 理由 或 别 的 什么 原因 我 们 转 而 去 审定 
B. 现在 我 们 的 且 标 是 证 实 B 为 真 或 为 假 ， 最 终 我 们 成 功 了 ， 关 
于 8B 的 结果 怎样 影响 我 们 对 4 的 信赖 呢 ? 

那 要 看 结果 的 特性 了 。 如 果 得 知 了 为 真 , 我 们 就 能 断定 被 B 
所 蕴含 的 4( 由 了 3 推出 ,是 了 3 的 结论 ) 也 为 真 。 可 是 ,如 果 得 知 刀 为 
假 , 那 就 没有 论证 结论 : 4 还 可 能 为 真 。 但 是 我 们 不 得 不 放弃 证 
实 4 的 可 能 的 依据 ,我 们 失掉 了 一 个 证 实 4 的 机 会 ,由 8 证 实 4 的 
希望 破灭 了 : 由 于 已 证 实 B 为 假 ,如 果 对 4 的 信任 有 任何 改变 , 那 
也 只 能 变 坏 。 简 而 言 之 ,按照 关于 了 的 结论 的 特性 ,我 们 列 出 下 面 
论证 的 或 启发 的 模式 : 


论证 的 启发 的 
8B 蕴 合 4 8B 蕴 含 4 
B 真 8B 假 
4 真 4 较 不 可 靠 
可 以 看 到 ， 第 一 个 前 提 在 两 个 模式 中 是 相同 的 ， 第 二 个 前 提 正 相 
反 , 而 结论 虽 不 能 说 是 相隔 很 远 但 也 是 对 立 的 . 
论证 推理 来 自 一 个 古典 模式 ,所 谓 三 段 论 法 的 “肯定 式 ”。 启 
发 模式 类 似 于 但 不 同 于 基本 归纳 模式 ， 见 $1 或 812.1. 我 们 可 以 
用 这 样 的 几 句 话 来 说 明 启 发 推理 : 在 作为 猜想 的 可 能 依据 被 推翻 
时 ， 我 们 对 狂想 的 信任 程度 只 能 减 小 。 


$ 3. 审定 相抵 触 的 猜想 


考虑 一 种 在 数学 研究 中 不 多 见 但 常 发 生 在 自然 科学 中 的 情 
况 。 我 们 要 审定 丙 个 相抵 触 的 , 不 相 容 的 猜想 4 与 B。 当 我 们 说 
4 与 8 相抵 触 或 


4 与 万 是 不 相 容 的 ， 
我 们 的 意思 是 指 两 个 命题 4 与 B 之 一 为 真 必然 蕴含 着 另 一 个 为 
假 ， 于 是 , 4 可 以 为 真 或 为 假 ,，B 也 可 以 为 真 或 为 假 ; 我 们 不 知道 
到 底 哪 个 为 真 哪个 为 假 , 只 知道 两 个 不 能 都 是 真 的 。 可 是 两 个 可 
以 都 是 假 的 。 一 个 博物 学 家 提出 一 个 猜想 4 去 解释 某 种 现象 , 另 
一 个 博物 学 家 提出 一 个 不 同 的 猜想 B 去 解释 同一 现象 ， 两 个 解释 
是 互 不 相 容 的 ;这 两 个 博物 学 家 不 能 都 对 ,但 可 以 都 错 . 
假使 猜想 之 一 ,譬如 说 好 已 被 证 实 是 对 的 ,那么 另 一 个 的 命运 
也 肯定 是 清楚 的 ，4 必 是 错 的 。 然 而 ,倘若 B 被 证 实 是 错 的 , 4 的 
命运 还 是 不 能 肯定 : 4 也 可 以 是 错 的 。 但 是 无 可 否认 地 , 按照 同 
4 不 相 容 的 对 抗 狂 想 被 证 实 为 错 , 则 4 只 能 得 胜 (发 明 4 的 博物 学 
家 无 疑 是 这 样 想 的 ). 因此 ,我 们 又 有 两 种 模式 : 
4 与 8B 不 相 容 4 与 8 不 相 容 
B 真 8 假 
4 假 4 更 可 靠 
ee 20 。 


$4. 逻辑 术语 


在 前 面 三 节 我 们 看 到 了 三 对 模式 ; 每 对 由 一 个 论证 模式 与 一 
个 启发 模式 所 组 成 ; 三 个 论证 模式 彼此 相关 ,对 应 的 三 个 启发 模式 
似乎 相应 地 相关 .论证 模式 之 间 的 关系 纯 系 形式 逻辑 关系 。 下 一 
节 我 们 将 试图 澄清 启发 模式 之 间 的 关系 . 这 一 节 讨 论 几 个 简单 的 
形式 逻辑 术语 ” 用 来 为 下 一 节 作 好 准备 . 

《1) 术语 “命题 ”可 以 在 更 一 般 的 意义 上 去 理解 ,但 在 大 多 数 
学 命题 ,这 术语 是 足够 的 甚至 是 方便 的 . (对 更 高 级 的 读者 而 言 一 
个 这 样 命题 的 好 例子 是 著名 的 “ 黎 曼 假设 ”: 黎 曼 的 5 函数 仅 有 
实 零点 ， 尽管 有 许多 出 色 的 数学 家 的 努力 , 我们 仍然 不 知道 这 命 
题 是 真 还 是 假 .我 们 将 用 大 写字 母 4，B，C ,…… 指 明 命题 

(2) 命题 4 的 “否定 ”是 一 个 命题 , 它 为 真 , 当 且 仅 当 4 为 假 。 
我 们 以 “ 非 4 表示 4 的 否定 . 

(3) 两 种 说 法 “4 为 假 ” 与 “ 非 4 为 真 "完全 相同 。 在 任何 上 下 
文中 能 用 一 个 去 代替 另 一 个 而 不 改变 整个 命题 的 真 或 假 的 含义 。 
能 够 被 互相 代替 的 说 法 在 术语 上 称 为 “等 价 ”” 那 末 ,“4 为 假 ”的 
说 法 等 价 于 “ 非 4 为 真 "。 把 这 记 成 缩写 形式 是 方便 的 ; 

“4 假 "等 价 于 “ 非 4 真 "。 
以 下 说 法 也 是 对 的 : 
“4 真 ”等 价 于 “ 非 4 假 ”. 
“ 非 4 真 ”等 价 于 “4 假 ”， 
“ 非 4 假 ” 等 价 于 “4 真 ”. 
《4) 如 果 两 个 命题 不 同时 是 真 的 ， 我 们 说 两 个 命题 4 与 是 
1) 在 此 我 们 用 的 是 “旧式 ”的 形式 (用 普通 语言 并 尽 可 能 避免 用 逻辑 符号 ) 但 却 用 


一 点 近代 思想 来 讨论 形式 远 辑 ， 一 些 更 简单 的 逐 辑 符 号 将 在 后 面 偶尔 用 到 ， 特 
别 是 在 47。 


= 


把 4 与 8 联系 起 来 考 成 ,就 能 出 现 四 种 不 同情 况 : 

4 真 ,，8 真 ”4 真 ,，8 假 

4 假 ，8 真 ”4 假 ，B 假 . 
如 果 我 们 说 和 4 与 B 不 相 容 ， 是 指 这 四 种 情况 中 的 第 一 种 (左上 和 角 》 
被 排除 ， 不 相 容 性 总 是 相互 的 。 因 此 ， 

“4 与 B 不 相 容 ”等 价 于 “B 与 4 不 相 容 ”。 

《5) 我 们 说 4 列 含 B (或 B 被 4 所 蕴含 ,或 B 由 4 推出 ,或 B 
是 4 的 结论 , 等 等 ). 如 果 4 与 非 是 不 相 容 的 ， 那 未 蕴含 概念 的 
特征 与 下 述 等 价 ; 

“4 蕴含 B” 等 价 于 “4 与 非 8 不 相 容 ”。 
熟悉 4 蕴含 也 是 重要 的 。 现时 我 们 不 知道 4 是 真 还 是 假 ， 对 B 也 
一 无 所 知 。 然 而 ,倘若 一 旦 弄 清 楚 4 为 真 ,我 们 将 立刻 得 知 非 卫 必 
假 因而 了 必 真 。 

我 们 知道 

“4 与 非 B 不 相 容 ”等 价 于 “ 非 B 与 4 不 相 容 ”。 

我 们 也 知道 

“ 非 了 与 4 不 相 容 "等 价 于 “ 非 了 蕴含 非 4”， 

由 这 一 连 串 三 个 等 价 关 系 断 言 ; 

“4 北 含 8” 等 价 于 “ 非 B 蕴含 非 4”. 这 最 后 一 个 等 价 关系 本 
身 是 十 分 重要 的 ,并 且 对 下 面 的 讨论 是 不 可 缺少 的 。 

(6) 这 节 所 讨论 的 几 条 形式 逻辑 已 经 使 我 们 能 众 清 前 三 节 所 
磁 到 的 论证 模式 之 间 的 关系 。 

让 我 从 $1 所 述 的 论证 模式 (“否定 式 ”) 开 始 吧 : 

4 蕴含 了 
一 8 假 _ 
4 假 
人 们 懂得 这 个 模式 是 可 以 广泛 应 用 的 。 我 们 拿 非 4 代替 4, 非 刀 
.代替 下 来 应 用 这 一 模式 得 到 


hd 


非 4 蕴含 非 召 
非 8 为 假 
非 4 为 假 
可 是 ,我 们 在 前 面 已 经 看 到 
“ 非 4 列 含 非 3B” 等 价 于 “B 蕴含 4” 
“ 非 B 假 ”等 价 于 “8B 真 ” 
“ 非 4 假 ”等 价 于 “4 真 ” 
我 们 拿 这 里 所 列 的 三 个 相应 的 等 价 表 达 式 去 代 换 最 后 一 个 所 考虑 
的 模式 的 前 提 与 结论 得 到 : 
B 蕴含 4 
一 38 真 _. 
4 真 
此 即 $2 的 论证 模式 “肯定 式 ”. 
我 们 把 由 $1 的 论证 模式 到 $3 的 论证 模式 的 类 似 的 推导 留 给 
读者 . 


5 5. 合 情 推 理 各 模式 之 间 的 逻辑 连接 


上 一 节 的 讨论 只 是 作 准备 。 我们 讨论 的 目的 不 是 为 那 几 条 古 
典 论 证 有 逻辑 本 身 , 而 是 为 了 我 们 自己 做 准备 去 研究 合 情 推 理 。 我 
们 考虑 从 “否定 式 ” 导 出 “肯定 式 ” 不 是 为 了 寄予 提出 关于 如 此 古老 
问题 的 新 的 令 人 惊奇 的 东西 的 一 些 虚 求 ， 而 是 作为 下 述 问题 的 准 
备 : 我 们 能 借助 于 纯粹 形式 逻辑 从 $1 的 启发 模式 导出 $2 的 启发 
模式 吗 ? 

不 ,显然 ,我 们 不 能 .事实 上 , 这 些 模 式 包括 “4 变 得 更 可 靠 ” 
或 “4 变 得 更 不 可 靠 "这 样 一 些 说 法 。 虽然 每 人 都 懂得 这 些 说 法 的 
意思 是 什么 ,但 坚持 不 渝 的 形式 逻辑 学 家 却 不 愿 去 了 解 这 种 说 法 ， 
并 且 他 还 是 对 的 。 纯粹 形式 逐 辑 学 中 没有 这 种 说 法 , 并 且 也 没有 
处 理 这 种 说 法 的 方式 方法 . 

然而 ,我们 要 用 适当 的 方法 扩展 形式 逻辑 学 的 范围 . 似乎 是 
要 给 形式 逻辑 的 古典 内 容 加 上 下 面 的 等 价 关 系 :“ 非 4 变 得 更 可 
靠 ” 等 价 于 “4 变 得 较 不 可 靠 ”. 简写 为 
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“ 非 4 更 可 靠 ”等 价 于 “4 较 不 可 靠 ”. 

添 了 这 一 条 , 我 们 便 得 到 一 个 有 用 的 工具 。 那么 我 们 就 能 使 
$4《6) 的 程序 适应 现在 的 目的 ,并 如 下 继续 做 下 去 .现在 从 $1 给 
出 的 基本 归纳 模式 开始 .我 们 把 这 个 模式 应 用 到 非 4 与 非 了 8 上 去 
以 代 换 4 与 B, 亦 即 我 们 在 这 模式 中 以 非 4 换 4, 以 非 B 换 B. 
然后 应 用 三 个 等 价 关系 ;其 中 两 个 纯粹 是 逻辑 等 价 关系 (顺便 提 一 
名 , 这 在 前 面 $4 讨论 过 ) 而 第 三 个 是 本 节 所 引入 的 真正 新 的 等 价 
关系 .。 按 这 些 步 又 最 终 我 们 得 到 了 $2 所 给 出 的 启发 模式 ， 

我 们 把 详细 地 写 下 这 个 推导 并 按 同样 方法 从 $1 的 基本 归纳 
模式 导出 $3 的 启发 模式 的 工作 留 给 读者 。 


§ 6. 被 隐没 的 推理 


在 我 看 来 数学 领域 里 的 归纳 推理 研究 起 来 要 比 物理 领域 里 的 
来 得 容易 些 ， 其 理由 是 十 分 简单 的 。 问 一 个 数学 问题 , 你 可 以 期 
望 得 到 一 个 完全 明白 的 答复 ,完全 清楚 的 “是 ”或 “不 ”.。 在 提 一 个 
关于 自然 界 的 问题 时 ,你 不 能 期 望 得 到 一 个 不 留 余地 的 答复 .你 
预报 某 某 时 刻 将 开始 月 食 ( 阴 影 将 四 进 月 盘 )。 你 精确 地 观察 到 的 
遮 酸 开 始 时 刻 比 你 预报 的 晚 4 分 钟 。 按 古 希 腊 天 文学 标准 来 衡 
量 ,也 许 你 的 预报 可 以 算是 惊人 的 准确 ,但 按照 近代 标准 那 却 是 惊 
人 的 不 准确 。 预报 与 观察 之 间 的 这 种 不 相符 有 的 可 以 认可 , 有 的 
则 是 不 能 接受 的 ， 这 种 解释 方法 依赖 于 一 类 合 情 推理 。 在 “物理 
情况 "中 ,这 种 困难 的 开始 要 比 在 “数学 情况 ”中 早 一 步 ， 我 们 试 着 
把 这 种 差异 写成 最 简单 的 表达 式 . 

假定 我 们 打算 通过 审查 一 个 数学 狂想 的 结论 去 研究 这 个 猪 
想 ， 设 4 表示 猜想 ,为 4 的 结论 之 一 ,所 以 4 蕴含 B. 我 们 现在 
要 对 8 作出 最 后 的 判定 : 我 们 要 证 实 B 为 假 或 为 真 ,相应 地 ,我 们 
面 对 着 下 面 两 种 情况 的 一 个 或 另 一 个 : 


4 蕴含 了 4 蕴含 B 
8B 假 8B 真 


我 们 将 称 这 些 为 “数学 情况 ”。 我 们 已 经 再 三 地 考虑 过 这 些 了 , 并 
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县 我 们 知道 能 从 每 个 "数学 情况 ”中 引出 什么 合理 结论 来 . 

现在 假定 我 们 要 研究 一 个 物理 猜想 4， 并 且 通 过 试验 方法 找 
出 它 的 一 个 结论 B，、 我 们 不 能 得 到 一 个 关于 B 的 绝对 判定 ; 然而 
我 们 的 试验 可 以 表明 8, 或 它 的 反 命题 ， 是 很 难 令 人 相信 的 。 相 
应 地 ,我 们 面 对 下 面 两 种 情况 的 一 个 或 另 一 个 : 


有 4 缠 含 B 4 蕴含 B 
B 几乎 没有 可 靠 性 B 几乎 是 可 信和 的 
我 们 称 这 些 为 “物理 情况 ”>， 在 这 些 情况 中 什么 结论 是 合理 的 ? 
( 横 线 即 “因此 ”一 词 , 横 线 下 的 空白 处 表示 未 决定 问题 .) 

在 所 考虑 的 四 种 情况 的 每 一 种 之 中 ， 我 们 有 两 个 据 以 判断 的 
资料 或 前 提 . 在 所 有 四 种 情况 之 中 第 一 个 前 提 都 是 相同 的 ; 在 这 
些 情况 间 的 所 有 差别 要 看 第 二 个 前 提 而 定 。 在 “数学 情况 ”里 第 二 
个 前 提 属 于 纯粹 形式 多 辑 问题 ， 但 是 在 “物理 情况 ”里 它 却 处 于 模 
糊 得 多 的 地 步 。 对 我 来 说 ,这 种 差异 似乎 是 本 质 的 ; 它 可 以 说 明 物 
理 情 况 的 附加 困难 。 
正如 笛 卡 儿 喜 欢 说 的 那样 ( 见 本 章 开头 的 引用 语 ) 我 们 要 "不 
间断 地 连续 思考 ”考察 四 种 情况 。 想像 我 们 对 B 的 信赖 逐渐 改变 
了 ,是 “连续 地 ”改变 。 我 们 想像 了 变 得 较 不 可 靠 , 然后 更 不 可 靠 ， 
几乎 不 可 信 , 最 终 变 为 假 的 。 另 一 方面 , 我 们 想像 变 得 较 可 靠 ， 
类 后 从 至 加 可 和 ee 最 语 变 为 于 的 、 如 果 我 们 的 


祥 ， 那么 就 有 一 点 缮 问 ， 野外 隐 个 最 终 情 况 ( 依 ， 页) 是 清 交 
的 ， 那 么 我 们 的 结论 该 是 什么 就 没有 什么 疑问 了 . 照 这 样 我 们 得 
到 下 面 的 模式 : 

4 蕴含 B 4 于 含 了 

8B 较 不 可 靠 五 更 可 靠 

4 较 不 可 靠 4 稍微 更 可 靠 
第 二 个 模式 里 插 进 “ 稍 微 ” 一 词 是 为 了 使 我 们 记 起 结论 当然 要 比 基 
本 归纳 模式 更 弱 。 我 们 对 猜想 的 信任 是 受 我 们 对 它 的 一 个 结论 的 


信和 全 的 影响 并 刘 导 -个 方向 变化 .我 们 将 称 这 些 模式 为 被 没 的 ; 
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第 一 个 是 被 隐没 的 论证 模式 ， 第 二 个 是 基本 归纳 模式 的 被 隐没 的 
说 法 . 术语 “被 隐没 的 ”是 打算 指明 第 二 个 前 提 的 削弱 :“ 较 不 可 
靠 " 代 替 “ 假 "更 可 靠 " 代 替 “ 真 "。 我们 已 经 按 这 个 意思 把 这 术语 
用 在 $12.6 了 . 

借助 于 削弱 第 二 个 前 提 ,我 们 得 到 了 被 隐没 的 模式 ,是 刚才 从 
它们 的 最 终 情况 即 “ 否 定式 ”与 $1 讨论 过 的 基本 归纳 模式 引进 来 
的 . 同样 地 我 们 能 从 $2、$3 所 叙述 的 模式 中 得 到 其 他 被 隐没 的 模 
式 。 在 此 我 们 只 讲 一 个 〈 全 部 列 在 下 一 节 )。8$3 的 启发 模式 提供 
下 面 被 隐没 的 模式 : 


4 与 B 不 相 容 
8 较 不 可 靠 
女 稍 更 可 靠 


$7. 一 张 表格 


为 了 简明 地 列 出 本 章 讨论 过 的 模式 表 ， 用 一 些 缩写 将 是 方便 

的 . 我 们 写 

4 一 B 表示 4 蕴含 B， 

4B 表示 B 蕴 含 4， 
2 4|3 表示 ”4 与 B 不 相 容 . 
所 引 人 的 符号 是 一 些 作者 研究 符号 逻辑 ? 时 应 用 过 的 。 用 这 种 标 
法 ,两 个 公式 

4 一 BF， 了 Bt 二 4 
正好 等 价 ,公式 
AIB, BIA 

也 一 样 .我们 同样 将 把 “可 靠 ” 缩 写 为 “cr.”, “稍微 ”缩写 为 “.” 见 
表 I. 


1) D. 希 尔 伯 特 与 W. 阿 克 学 ,< 理论 逻辑 要 点 * (D. Hilbert and W. Ackerman, 
Grundzitge der theoretischen Logik). 
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1. 审 定 结论 A>B A>B A>B A>B 
B 假 。 B 较 不 cr. 了 更 cr B 真 
4 假 4 较 不 cr. 4s 更 cr A 更 a 
2. 审 定 可 能 A*B A<B A*B A<B 
的 依据 B 真 如 更 cr- B 较 不 cr B 假 
-4 真 A 更 cf. 4s. 较 不 cf 4 较 不 cr 
3. 审 定 不 相 41B AIB AlB AIB 
容 的 猜想 B 真 B 更 cr. 卫 较 不 cr、 B 假 


5 8， 简单 模式 的 组 合 


下 面 情况 容易 出 现在 数学 研究 之 中 .我 们 研究 定理 4。 这 个 
定理 4 被 清楚 地 表达 了 ， 但 是 我 们 不 知道 它 是 真是 假 并 希望 发 现 
它 是 真 还 是 假 。 过 了 一 会 儿 我 们 想 出 一 个 可 能 的 依据 : 我 们 看 到 
4 能 从 男 一 个 定理 及 导出 

五 六 含 4 
从 而 我 们 试图 证 实 五 我们 没 能 证 实 召 ， 但 是 我 们 注意 到 它 的 一 
个 结论 B 是 真 的 . 情况 是 

五 弄 含 4 

瑟 蕴 含 B 

8B 真 _ 

由 这 些 前 提 能 有 一 个 关于 4 的 合理 的 结论 吗 ? 

是 有 一 个 ,我 想 ,我 们 甚至 能 和 藉 前 节 所 考虑 过 的 两 个 模式 的 组 
合 而 得 到 它 . 实际 上 ,基本 归纳 模式 提供 : 

媚 蕴 合 卫 
B 真 
妃 更 可 靠 
在 得 到 这 个 结论 的 过 程 中 , 我 们 仅 用 了 三 个 前 提 中 的 两 个 。 我 们 
再 把 没 用 过 的 第 三 个 前 提 同 刚才 所 得 到 的 结论 组 合 起 来 ; 被 隐没 
的 模式 之 一 (在 $7 表 I 的 第 二 行 与 第 二 列 交叉 处 ) 提 供 : 
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结论 本 身 是 (因为 它 应 该 是 ) 相 当 明显 的 : 4 的 可 能 的 依据 瓦 的 结 
论 5 的 证 明 给 定理 4 本 身 带 来 了 一 些 信任 . 


$ 9. 关于 类 比 推理 


上 节 所 讨论 的 情况 可 以 被 解释 为 本 章 所 讨论 的 模式 与 合 情 扒 
理 的 最 著名 模式 之 一 之 间 的 连接 : 由 类 比 得 出 结论 . 

我 认为 完全 用 有 限 的 形式 逻辑 术语 去 解释 类 比 的 概念 是 不 可 
能 的 ; 无 论 如 何 , 我 不 存 奢望 去 那样 解释 它 。 正如 在 前 面 $2.4 讨 
论 过 的 ， 类 比 与 进行 思考 的 人 的 相似 概念 和 意向 有 关 ， 警 如 你 看 
到 两 个 事物 之 间 (或 者 ,宁可 说 是 两 组 事物 之 间 ) 的 某 种 相似 性 并 
有 意 地 把 这 种 相似 归纳 为 明确 的 概念 ,就 说 你 是 在 进行 类 比 推 想 ， 

例如 ,你 看 到 两 个 定理 4 与 了 之 间 的 某 种 相似 ;你 观察 到 某 些 
共同 点 ， 你 想 ,也 许 有 一 天 会 想像 出 一 个 更 广泛 的 定理 刀 , 它 具有 
所 有 本 质 性 的 共同 点 ,并 且 4 与 B 两 者 自然 地 都 可 以 由 它 导 出 来 ， 
如 果 你 这 样 想 ,你 就 开始 在 进行 类 比 设想 ?. 

总 而 言 之 ， 让 我 们 把 两 个 定理 4 与 3 的 类 比 看 作 意 在 发 现 一 
个 共同 依据 如 ,4 与 两 者 都 可 以 由 它 引出 : 

瓦 列 含 4， 互 蕴含 B. 
不 能 忘记 我 们 并 没有 1; 我 们 只 是 希望 有 这 样 一 个 及 . 

现在 我 们 成 功 地 证 实 了 两 个 类 比 定理 之 一 警 如 说 B 吧 。 这 
个 结果 是 怎样 影响 我 们 对 另 一 个 定理 的 信任 的 呢 ? 这 种 情况 与 前 
面 $8 所 考虑 的 情况 有 共同 之 处 ， 于 是 我 们 达到 以 组 合 模式 表达 
的 推理 结论 


1) 所 以 ， 在 $12.4 里 互相 比较 过 的 等 周 定理 与 瑞 利 猜想 可 以 提示 出 共同 综合 化 概 
念 。 
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当然 ， 还 有 重大 差别 ， 现 在 我 们 还 没有 石 , 我 们 只 是 期 望 有 一 个 
互 。 然 而 ,一 旦 有 了 这 个 条 件 ,我 们 就 能 把 两 个 前 提 
五 蕴含 4 
HH 蕴含 B 
看 作 等 价 于 一 个 
4 类 似 于 B. 
用 这 一 个 前 提 去 换 上 面 组 合 模式 中 的 那 两 个 前 提 我 们 得 到 第 一 次 
列 在 $12.4 中 的 合 情 推理 的 基本 模式 
4 类 似 于 B 
B 真 
4 更 可 靠 


4 10. 条 件 推理 


我 们 再 回 到 基本 归纳 模式 上 来 。 那 是 我 们 所 介绍 的 第 一 个 模 
式 并 且 是 合 情 推理 的 最 著名 的 形式 ， 它 关系 到 猜想 结论 的 证 明 以 
及 导致 我 们 的 意见 的 改变 . 它 讲 了 一 些 关于 这 种 改变 的 方向 ;这 种 
证 明 只 会 增强 我 们 对 犹 想 的 信赖 . 它 没有 讲 改变 的 量 的 大 小 , 信 
赖 的 增强 可 大 可 小 ， 实际 上 ,可 以 是 异常 之 大 或 者 是 可 笑 地 小 . 
本 节 的 目的 在 于 清楚 地 阅 明 这 种 重要 差异 所 依赖 的 条 件 ， 我 
们 从 回想 四 个 例子 ($12.3) 之 一 开始 . 
一 个 被 告 被 指控 炸 毁 了 他 的 女 朋 友 的 父亲 的 游艇 并 且 原 告 合 
出 一 张 由 被 告 签署 的 承认 买 这 么 这 么 多 量 的 炸药 的 收 条 . 
对 被 告 的 证 据 显 得 很 强 .为 什么 说 是 很 强 呢 ?让 我 们 强调 诉 
讼 的 概貌 ， 两 条 讼 词 起 主要 作用 
4: 被 告 炸 毁 了 游艇 . 
B: 被 告 获得 了 炸药 
在 诉讼 程序 开始 时 , 法 院 必须 把 4 当 作 猜想 . 原告 回答 陪审 
员 说 4 更 可 靠 ,被 告 答辩 说 4 不 可 靠 . 
在 诉讼 程序 开始 时 B 也 必须 被 当 作 猜 想 . 在 法 庭 上 出 示 过 收 
条 以 后 (签字 的 真实 性 使 被 告 无 法 辩解 ) 3 必须 被 当 作 已 证 实 的 事 
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实 . 
然而 , 4 与 8 之 间 的 确实 关系 从 一 开始 就 应 该 是 清楚 的 . 
没有 B 的 4 是 不 可 能 的 . 假如 被 告 炸 毁 了 游艇 , 他 就 得 有 些 

炸药 .他 必须 设法 弄 到 这 些 炸药 : 去 买 ,去 偷 , 有 人 送 , 继承 遗产 

或 用 别 的 办 法 . 即 有 

4 草 含 B. 
没有 4 的 8 不 是 不 可 能 的 ， 然 而 从 一 开头 就 必定 显得 极 不 可 

能 有 这 种 情况 . 对 普通 居民 而 言 买 炸药 无 论 如 何 是 一 桩 很 不 平常 

的 事 . 买 炸药 而 没有 企图 去 炸 毁 某 物 或 炸 死 某 人 那 是 胡扯 . 容易 

怀疑 被 告 是 出 于 很 强烈 的 感情 冲动 和 财政 理由 去 炸 毁 那 稻 游艇。 

难于 怀疑 买 炸药 除去 想 炸 毁 游 艇 之 外 还 有 什么 别 的 有 目的. 于是， 

正如 我 们 说 过 的 ,没有 4 的 B 似乎 是 极 不 可 能 的 . 

我 们 来 抓 住 情况 的 重要 之 处 : 面 对 这 个 事件 ， 我 们 是 在 4 为 


是 元 长 的 描述 缩写 为 "没有 4 的 了 的 可 靠 性 ”， 于 是 ,我 们 能 说 : 
没有 4 的 了 几乎 不 可 靠 . 
现在 ， 我 们 能 看 到 基本 前 提 与 以 它 的 说 服 力 使 我 们 得 到 深刻 
印象 的 合 情 推理 的 整个 模式 : 
A 蕴含 B 
没有 4 的 B 几乎 不 可 信 
一 真 ， 
《极为 可 靠 

为 了 更 好 地 理解 ,让 我 们 来 想像 情况 的 重要 之 处 , 即 没有 4 的 
刀 的 可 靠 性 是 逐渐 地 变化 ， 是 在 它 的 两 个 极端 情况 之 间 连 续 地 进 
行 变化 的 . 

4 蕴含 B, 如 果 相 反 地 ，B 也 蕴含 4, 因此 4 与 互相 总 含 。 
没有 4 的 8 可 靠 性 达到 最 小 程度 ,是 零 ， 在 这 种 情况 里 ,如 果 B 为 
真 ,4 也 为 真 ,因此 4 的 可 靠 性 达到 最 大 程度 . 

4 蕴含 B， 那 就 是 说 当 4 为 真 ， B 也 为 真 。 如 果 没 有 4 的 B 
可 靠 性 趋 于 它 的 最 大 程度 ， 当 4 为 假 时 ，B 也 几乎 是 肯定 的 . 因 
而 ,3 几乎 总 是 肯定 的 . 每 当 发 生 一 个 事件 , 事先 总 会 有 些 兆 头 ， 
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只 是 由 于 我 们 没有 得 到 更 多 的 新 信息 因而 也 不 可 能 引出 惊人 的 结 
论 .例如 , 买 一 个 面包 就 不 能 像 买 炸药 那样 强 有 力 地 提供 一 件 案 
情 证 据 .》 

正如 在 $6 所 说 的 , 我 们 假定 当 影响 因素 , 即 无 4 的 B 的 可 靠 
性 沿 原 方向 继续 变化 ， 而 结论 的 可 信 强 度 也 沿 原 方向 继续 变化 。 
这 时 ,没有 4 的 B 的 可 靠 性 与 结论 的 可 信和 强度 这 两 个 必定 朝 相 反 
方向 变化 ， 因 此 我 们 就 得 到 了 基本 归纳 模式 的 结论 强度 的 重要 条 
件 : 

A 六 含 B 
B 真 


4 更 可 靠 
结论 的 可 信 强 度 是 随 着 没有 4 的 8B 的 可 靠 性 减少 而 增加 。 


我 们 把 两 种 最 终 情况 并 列 起 来: 


{ 和 4 给 含 B { 4 列 含 B 
没有 4 的 8 放 于 不 可 间 几乎 总 是 可 从 
一 “8B 真 

4 极为 可 靠 4 微乎其微 地 多 一 点 可 靠 


头 两 个 前 提 用 括 弧 括 起 来 是 表示 第 二 个 被 看 作 是 对 第 一 个 的 限 
制 ，4 蕴含 B 是 基本 归纳 模式 的 第 一 个 前 提 . 在 此 我 们 对 这 个 前 
提 进 行 了 限定 ; 添加 了 一 个 确定 结论 强度 的 重要 修正 .为 了 作 比 
较 , 我 们 来 回忆 一 下 本 章 的 $6, 通过 向 另 一 个 方向 , 即 减 弱 模式 的 
第 二 个 前 提 的 方向 ,来 修改 基本 归纳 模式 . 


5 11. 关于 连续 证 明 


我 们 已 经 证 实 了 某 个 猜想 的 = 个 结论 B,，B:，…，B。。 现在 
继续 证 明 下 一 个 结论 B。+:， 经 过 试验 我 们 发 现 B。+ 也 为 真 ， 这 
个 另 加 的 证 据 使 我 们 对 4 的 信 吉 产生 什么 影响 呢 ? 当然 ， 


4 蕴含 Br 
Bnts 为 真 


4 更 可 靠 
可 是 结论 有 多 强 呢 ? 那 要 看 没有 4 的 Bt 的 可 靠 程度 了 ,正如 我 
们 在 前 一 节 看 到 的 那样 。 
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现在 , 甚至 在 假设 4 为 非 真 的 条 件 下 来 证 实 B,+, 之 前 , 我 们 
就 已 有 充分 理由 相信 B。,+:， 我 们 预先 知道 B, B,,*…, B, 为 真 。 
倘若 Bors 十 分 类 似 于 3:，B:，…，B。， 我 们 就 可 以 类 推 ， 预 知 

Br 也 将 为 真 . 倘若 B。+ 与 B1, B,,*… ,Bs 很 不 相同 ， 如 此 类 
推 就 不 能 证 实 B+, 并 且 也 没有 多 少 理由 相信 没有 4 的 Bs、 因 
此 ， 当 新 证 实 的 结论 同 先前 证 实 的 结论 相 比 基 相 似 程 诺 夺 少时 咎 


这 表达 了 本 质 上 同 82.2 所 令 述 的 补充 模式 相 同 的 事情 ,但 
是 也 许 稍 好 一 点 。 事实 上 ，, 我 们 可 以 把 清楚 的 类 比 陈 述 看 作 一 种 
提高 . 


$12. 关于 对 抗 猜 想 


如 果 有 两 个 不 同 的 猜想 ，4 与 ,其 目的 在 于 解释 同一 个 现 
象 ,即使 未 证 明 它们 在 逻辑 上 是 不 相 容 的 ,我 们 也 可 以 把 它们 看 作 
彼此 是 对 立 的 .猜想 4 与 B 可 以 是 相 容 的 ,也 可 以 是 不 相 容 的 ,但 
其 中 之 一 有 使 另 一 个 成 为 多 余 的 倾向 。 这 是 十 足 的 对 抗 ,因而 我 
们 把 4 与 了 看 作对 抗 猜想 . 

有 这 样 一 些 情 况 ， 在 这 些 情况 中 我 们 所 处 理 的 对 抗 猜想 几乎 
恰 像 它们 是 不 相 容 的 一 样 ， 例 如 ,有 两 个 猜想 4 与 ,但 是 , 尽管 
作 了 些 努 力 ， 我 们 想 不 出 有 能 解释 同一 个 现象 的 第 三 个 狂想 ; 屠 
么 ,两 个 猜想 4 与 中 的 每 一 个 是 另 一 个 的 “唯一 明显 对 抗 的 ” 铺 
想 ， 简 短 的 举例 解释 可 以 但 清 术 语 的 含义 

我 们 说 4 是 追溯 到 牛顿 的 光 的 粒子 说 ,了 是 惠 更 斯 (Huygheas) 
发 明 的 光 的 波动 说 。 我 们 也 来 想像 一 下 在 牛顿 与 惠 更 斯 时 代 之 后 
但 在 杨 (Young) 与 福 莱 奈 尔 (Fresnd) 时 代 之 前 讨论 这 些 事情 ， 事 
实 上 在 那 时 这 些 理论 的 许多 无 结论 的 讨论 已 经 在 进行 了 .没有 一 
个 人 兽 证 明 过 或 者 曾 企图 证 明 这 两 种 理论 是 多 辑 上 不 相 容 的 ， 更 
不 用 说 去 证 明 在 逻辑 上 这 两 种 学 说 是 解释 光 的 本 质 所 仅 可 能 有 的 
学 说 了 ， 虽 然 物理 学 家 们 有 充分 机 会 去 发 明 这 种 理论 ,可 是 还 没 
有 过 别 的 有 卓越 见解 的 理论 ， 每 种 理论 与 另 一 种 是 唯一 明显 相对 
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抗 的 。 因 此 看 来 任何 对 两 种 对 抗 的 理论 之 一 的 不 利 陈述 容易 被 解 
释 为 对 另 一 种 的 辩护 . 

一 般 说 来 ， 对 抗 猜 想 之 间 的 关系 与 任何 其 他 种 类 的 竞争 的 政 
手 之 间 的 关系 相 类 似 .。 如 果 你 争夺 奖赏 , 你 的 对 手 当中 任意 一 个 
地 位 的 削弱 都 意味 着 你 的 地 位 的 一 些 加 强 . 你 的 许多 无 足 轻 重 的 
对 手 之 一 的 些微 挫折 不 会 使 你 赢得 许多 。 如 果 对 你 构成 危险 的 对 
手 遭 到 了 这 样 的 挫折 , 则 你 会 赢得 更 多 . 如 果 你 的 最 危险 的 对 手 
退出 竞赛 那 你 赢得 的 还 要 多 . 如 果 有 唯一 的 明显 对 手 , 那 他 的 地 
位 的 任何 削弱 或 加 强 会 可 观 地 影响 你 的 地 位 . 类 似 的 事情 发 生 在 
竞争 的 猜想 之 间 . 就 有 一 个 合 情 推理 的 模式 , 我们 想 把 它 稍微 更 
明确 地 列 在 表 工 内 . 


EL 
4 与 B 不 相 容 4 与 有 不 相 容 
8 假 了 较 不 可 系 
4 更 可 靠 4 稍 更 可 靠 
4 与 B 相 对 抗 4 与 8 相对 抗 
8B 假 B 较 不 可 靠 


也 稍 多 一 点 可 徘 。 4 微乎其微 地 多 了 一 点 可 侣 


表 开 的 排列 几乎 是 自明 的 。 这 表 包 括 排 成 两 行 两 列 的 四 个 
模式 ， 第 一 行 包 括 两 个 已 经 考虑 过 的 模式 ; 见 $3 ,86 末尾 以 及 表 
1 的 最 后 一 行 。 从 第 一 行 向 第 二 行 过 渡 , 我 们 削弱 第 一 个 前 提 ; 事 
实 上 我 们 是 用 了 一 个 稍微 松散 的 关系 一 一 然而 ， 这 关系 在 练习 中 
有 某 种 意义 一 去 代替 4 与 之 间 的 形式 逻辑 上 清楚 的 关系 ， 第 
一 个 前 提 的 这 种 削弱 使 得 结论 相应 地 更 弱 ， 正 如 文字 表达 式 所 试 
图 表示 的 意义 .由 第 一 列 过 渡 到 第 二 列 我 们 削弱 了 第 二 个 前 提 ， 
它 使 结论 相应 地 更 弱 ， 右 下 角 的 模式 因为 没有 使 它 在 论证 运 辑 上 
会 有 意义 的 前 提 , 所 以 它 的 结论 是 最 弱 的 . 

需要 强调 一 下 的 是 , 文字 表达 有 时 容易 使 人 产生 误解 ， 事 实 
上 ,给 “可 靠 ”加 上 (“稍微 ”，“ 一 点 儿 ”， “微乎其微 ”) 的 说 明 程度 的 
形容 词 , 都 不 应 该 被 理解 为 绝对 的 ,只 是 相对 的 。 当 我 们 从 一 行 转 
到 另 一 行 ， 或 从 一 列 转 到 另 一 列 的 时 候 ， 它 们 只 指出 强度 上 的 改 
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变 , 如 果 确 信 猜 想 4 再 没有 别 的 比 了 更 危险 的 对 手 的 话 ,那么 这 个 
确信 就 是 一 个 足够 有 力 的 确信 ， 甚 至 四 个 模式 中 最 弱 的 也 会 提供 
一 个 有 力 的 结论 。 事实 上 ,这 个 模式 在 下 一 章 将 会 起 某 种 作用 . 


$ 13. 关于 法 庭 证 据 


法 庭 借以 作出 判决 的 推理 可 以 同 博物 学 家 证 明 其 归纳 所 用 的 
推理 相 比较 。 这 种 比较 已 经 被 提出 来 了 并 且 由 法 律 程序 方面 的 权 
威 们 讨论 过 ?， 让 我 们 通过 一 个 例子 开始 讨论 这 有 趣 的 论点 . 

(1) 营业 很 晚 的 大 众 餐厅 的 经 理 回 到 他 郊区 家 里 通常 恰好 是 
后 半夜 。 当 他 离开 汽车 去 开车 库 门 的 时 候 , 他 被 两 个 蒙 面 人 拦住 
并 被 抢劫 了 。 获 察 搜查 了 房子 并 在 受害 者 的 前 院 发 现 一 块 深 灰色 
布 片 ; 这 布 片 也 许 是 一 个 拦路 贼 用 来 蒙 面 的 。 警察 讯问 了 附近 镇 
子 里 的 几 个 人 ,被 讯问 者 之 一 有 一 件 大 衣 , 大 衣 衬 里 有 一 个 大 洞 。 
但 是 别处 毫 无 破损 。 在 受害 者 前 院 找到 的 拦路 峰 的 布 片 的 布料 同 
衬里 的 一 样 而 且 大 小 跟 那 个 洞 完全 合适 有 大 衣 的 人 被 拘留 了 并 
蒙受 参与 拦 动 之 嫌 

(2) 我 们 之 中 的 许多 人 会 认为 这 样 一 个 嫌疑 案 已 经 为 有 关 事 
实 所 证 实 ， 但 是 为 什么 ”构成 这 种 想法 的 基础 是 什么 ? 

嫩 疑 不 等 于 是 事实 的 说 明 ,只 是 怀疑 , 即 一 个 猪 想 的 表达 ， 

4. 有 大 衣 的 人 参与 拉动. 

然而 ,这 样 一 个 公认 的 嫌疑 不 应 该 是 无 缘 无 故 的 猜想 ,而 是 为 
有 关 的 事实 所 证 实 的 。 猜想 4 为 事实 所 证 实 - 

B. 在 受害 者 前 院 所 发 现 的 拦路 贼 的 布 片 的 布料 同 被 告 的 大 
衣 衬 里 一 样 ,大 小 同 他 的 大 衣 衬 里 的 洞 完全 适合 . 

可 是 为 什么 我 们 把 B 当 作 4 的 证 明 呢 ? 不 应 忘记 4 只 是 一 个 
猜想 ， 它 能 为 真 或 为 假 。 如 果 我 们 希望 公正 地 行事 就 必须 道 慎 
地 考虑 两 种 可 能 性 . 

如 果 4 为 真 ，B 是 很 容易 理解 的 ， 我 们 可 以 想像 一 个 急需 候 


1) J. H. 威 格 摩 ，* 法 庭 证据 原 则 > (J. H. Wigmore The principles of judicial 
prooj), Boston,1913, 见 9~~12，15 和 ~17 页 。 
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面具 而 手头 又 没有 更 合适 的 布料 的 人 。 会 从 他 的 大 衣 衬 里 上 割 下 
一 块 来 ， 在 作案 之 后 愉 恤 逃走 , 就 会 丢失 他 的 面具 .或 者 他 一 惊 
慌 甚 至 会 把 他 的 面具 扔 在 那里 ， 而 不 就 此 把 它 装 在 口袋 里 再 把 它 
扔 到 较 安全 的 地 方 去 ， 简 而 言 之 , 带 有 4 的 也 似乎 容易 使 人 相信 。 
然而 ,如 果 4 非 真 ,了 3 就 显得 费解 了 ， 如 果 这 人 没有 参与 拦 动 
或 别 的 什么 非法 活动 ， 那 么 他 又 为 什么 要 从 衬里 割 下 一 大 块 而 损 
坏 他 的 好 端 端的 一 件 大 衣 呢 ? 又 为 什么 那 块 大 衣 衬 里 偏偏 出 现在 
蒙 面 强盗 进行 抢劫 的 地 方 ? 当然 ,这 可 能 是 由 于 巧合 ,但 是 这 样 的 
巧合 是 难以 置信 的。 简 而 言 之 ,没有 4 的 B 是 很 难 令 人 相信 的 . 
因此 ,我 们 看 到 ,导致 对 有 大 衣 人 的 嫌疑 结论 有 如 下 模式 : 


偿 友 4 的 2 很 入 
没有 4 的 3 几乎 不 可 信 
B 真 
4 更 可 信 
可 是 这 个 合 情 推 理 的 模式 显然 与 已 经 在 前 面 (在 $10) 讨论 过 
的 另 一 个 合 情 推 理 模式 有 关系 : 
4 草 含 如 
没有 4 的 B 几乎 不 可 靠 
4 非常 可 靠 
两 个 模式 间 的 差别 出 现在 一 开始 . 前 提 
带 有 4 的 B 很 可 靠 
是 相似 于 ,但 弱 于 前 提 


4 蕴含 了 . 
事实 上 ,这 个 前 提 也 可 以 说 成 “ 带 有 4 的 8 为 真 "*. 那么 ,前 一 个 模 
式 ( 刚 被 发 现 的 ) 看 作 后 一 个 模式 (在 $10 介绍 过 的 ) 的 一 种 " 弱 的 
形式 ”因而 终于 看 作 基 本 归纳 模式 (在 $12.1 讲 过) 的 一 个 修正 。 
把 我 们 引导 到 新 模式 的 公式 的 事实 是 十 分 简单 的 。 让 我 们 考 
察 一 个 更 复杂 的 事实 ?. 
(3) 在 杀人 案 发 生 的 时 候 , 克 赖 伦 斯 B. 黑 勒 (Clarence B. 


17 关于 下 述 情况 读者 可 参阅 依 利 诺 斯 最 高 法 院 《Supreme Court of Illinois) 的 
判决 ;几乎 全 部 重印 在 威 格 摩 上 述 引 文中 脚注 5 ,83~88 页 . 
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Hiller) 同 他 的 妻子 以 及 四 个 孩子 住 在 芝加哥 的 一 幢 二 层 楼 房子 
里 . 一 家 人 的 卧室 在 二 层 楼 上 . 通 向 二 层 的 楼 梯 口 的 那 意 瓦斯 灯 
在 晚上 总 是 亮 着 的 .一 个 星期 一 早晨 两 点 钟 过 后 不 久 , 黑 勒 太太 
醒 了 并 注意 到 这 荔 灯 煌 了 , 她 弄 醒 丈夫 , 他 穿着 睡衣 走 到 楼 梯 口 、 
在 那儿 他 磁 到 了 一 个 奖 入 贼 . 两 人 打 了 起 来 ， 在 格斗 中 两 人 都 跌 
到 楼 梯 底 下 ,在 那儿 黑 勒 被 打 中 两 枪 , 不 一 会 儿 他 即 身亡 .枪击 大 
约 发 生 在 凌晨 2 点 25 分 . 

正 是 在 枪击 前 一 会 儿 ， 黑 勒 的 一 个 女儿 看 见 一 个 人 拿 着 一 根 
火柴 站 在 她 卧室 的 门 边 但 却 看 不 见 他 的 脸 。 她 并 没有 被 吓 坏 ， 因 
为 她 父亲 常 在 夜间 起 来 看 看 孩子 们 是 否 都 安然 无 苹 . 此 外 , 在 这 
一 家 人 里 就 再 也 没有 一 个 人 见 过 问 入 贼 . 

离 黑 勒 房子 大 约 四 分 之 三 英里 有 一 个 电车 站 . 就 在 杀人 案 发 
生 的 那个 清晨 ， 恰 好 有 四 个 警官 在 附近 下 班 ， 正 坐 在 车 站 板 颌 上 
等 电车 。 大 约 清晨 2 点 38 分 他 们 看 见 一 个 人 从 不 容易 看 见 板 器 
的 方向 朝 他们 走 来 . 警官 对 他 讲话 , 可 是 他 右手 插 在 口袋 里 继续 
走 。 警官 拦住 他 并 搜查 他 .口袋 里 有 一 支 子弹 上 了 膛 的 左轮 手 
枪 ;他 出 汗 了 ;衣服 上 鲜血 斑斑 ;他 的 左前 熙 有 轻 伤 ,轻微 出 血 ， 警 
官 们 (他 们 不 知道 这 时 候 发 生 杀人 案 ) 把 这 个 人 带 到 派出 所 ， 他 在 
那里 受审 查 ， 这 个 人 一 一 我 们 将 称 他 为 被 告 一 一 后 来 成 了 谋杀 黑 
勒 先生 的 嫌疑 犯 . 

法 庭 在 审问 后 必须 审定 或 是 否定 或 是 确认 罪名 ， 这 就 是 原告 
所 提出 来 的 下 面 的 猜想 : 

4. 被 告 枪击 并 杀 死 了 黑 勒 先生 . 

我 们 来 通盘 考虑 提出 来 证 明 犹 想 4 的 证 据 的 要 点 . 

Bi 当 被 告 被 拘留 时 在 他 身上 找到 的 左轮 手枪 转盘 里 的 两 个 
弹 室 中 有 党 过 的 火药 并 有 新 鲜 的 烟 味 . 据 警官 判断 左轮 手枪 在 他 
被 拘留 前 一 个 小 时 内 打 过 两 次 ， 装 在 左轮 手枪 枪 膛 里 的 五 发 子弹 
都 刘 有 同 黑 勒 房子 走廊 里 死尸 边 发 现 的 三 发 未 打 过 的 子弹 一 样 的 
工厂 标记 . 

B,. 问 信 贼 进入 黑 勒 房子 要 经 过 厨房 的 后 窗户 ， 他 首先 得 从 

。36 - 


那儿 搬 走 隔 板 , 要 跳 过 这 扇 窗 户 的 人 得 撑 在 门廊 的 栏杆 上 。 在 新 
油 涂 过 的 栏杆 上 有 四 个 左手 指 印 ，。 芝 加 哥 警 察 局 鉴定 科 的 两 名 雇 
员 证 实 。 据 他 们 判定 ,栏杆 上 的 指纹 同 被 告 的 指纹 一 致 . 

B;. 不 属于 芝加哥 警察 局 的 两 名 专家 也 表明 了 关于 指纹 相同 
的 意见 (一 个 是 加 拿 大 湿 太 华 多 米 尼 警察 局 的 稽查 员 ; 另 一 个 是 华 
盛 顿 市 即 哥伦比亚 特区 联邦 政府 的 前 鉴定 人 .7 

B,. 大 约 清 展 2 点 钟 , 刚 刚 枪击 黑 勒 先生 之 前 , 一 个 流浪 汉 进 
人 一 所 房子 里 , 这 房子 同 黑 勒 的 房子 相隔 一 块 空地 . 两 个 女人 看 
见 一 个 男人 把 一 根 点 着 的 火柴 举 在 他 头 上 站 在 她 们 卧室 门 里 .两 
个 女人 都 证 实 这 个 流浪 汉 的 个 子 大 小 及 胖 瘦 同 被 告 一 样 ， 一 个 女 
人 还 记得 流浪 汉 穿 一 件 淡色 衬衣 并 有 裤子 背带 印 ， 在 证 人 检查 过 
法 庭 所 出 示 的 被 告 的 衬衣 及 背带 之 后 ， 据 她 证 实 被 告 是 她 在 那个 
晚上 在 门 里 看 见 的 那个 人 . 

B,， 当 被 告 被 拘留 时 他 供 了 一 个 假名 和 假 住址 并 否认 以 前 曾 
被 捕 过 ， 事 实 上 , 以 前 他 被 判 过 盗窃 罪 , 假释 出 狱 ,由 于 假释 期 间 
犯 有 强奸 罪 又 回 到 了 监狱 ， 在 杀人 的 那个 夜晚 之 前 约 六 个 星期 他 
二 次 假释 出 狱 。 他 在 二 次 假释 后 大 约 二 局 ,以 假名 买 了 左轮 手枪 ， 
当 掉 它 ,又 赎 回来 ,再 一 次 当 掉 ,在 枪击 前 五 个 小 时 他 二 次 赎 回 它 。 

Bs. 被 告 不 能 首尾 一 货 地 解释 他 衣服 上 的 血迹 ,或 他 左前 车 
的 伤 , 或 枪击 的 那个 夜晚 他 的 行踪 关于 他 的 行踪 他 讲 了 两 个 不 
同 的 假 话 。 一 个 是 他 被 拘留 后 讲 的 , 另 一 个 是 在 法 庭 上 讲 的 . 他 
首先 认定 那 晚 他 去 看 过 的 那些 入 都 否认 他 曾 去 访问 过 他 们 ， 然 后 
被 告 告诉 法 庭 他 去 过 沙龙 ,但 是 没有 发 现 证 人 可 以 确证 此 事 . 

《4) 如 果 罪 名 4 是 真 , 所 有 以 大 写字 母 B:,B:， …，B 写 出 的 
事实 ,事件 及 有 关 情 况 是 容易 理解 的 .它们 都 支持 4, 但 这 种 支持 
的 份量 在 各 种 情况 里 是 不 相同 的 . 即使 4 非 真 , 这 些 事实 中 的 某 
些 是 可 以 解释 的 . 然而。 如 果 4 非 真 ， 其 他 一 些 会 像 是 奇迹 般 的 
巧合 . 

如 果子 弹 的 样式 是 造 枪 工人 卖 的 常见 的 那 种 的 话 ， 则 被 告 的 
左轮 手枪 里 所 发 现 的 子弹 的 样式 同 被 害 者 身边 所 找到 的 子弹 相同 
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这 件 事 本 身 不 能 证 明 很 多 东西 ， 可 是 很 有 份量 的 证 明 是 从 这 支 左 
轮 手枪 打出 去 的 子弹 数 恰好 与 同一 时 刻 内 打 中 受害 者 的 子弹 数 一 
样 多 ， 要 巧 辩 过 去 这 样 一 种 巧合 是 困难 的 . 栏杆 上 的 指纹 同 被 告 
的 指纹 相符 现在 几乎 可 以 看 作 是 决定 性 的 证 明 . 但 是 在 1911 年 审 
判 的 时 候 还 未 能 这 样 来 考虑 ， 当 被 告 被 拘留 时 他 对 他 的 姓名 、 住 
址 及 犯罪 经 历 方面 都 戎 了 谎 , 但 这 不 能 证 明 多 少 问题 。 如 果 罪 名 
4 为 真 , 这 样 的 谎话 是 可 以 理解 的 , 但 是 如 果 它 非 真 , 也 是 可 以 理 
解 的 : 一 个 人 被 警察 束 捕 了 ,总 是 希望 事情 愈 少 愈 好 .然而 被 告 不 
能 前 后 一 贯 地 解释 他 在 那个 不 祥 的 夜晚 的 行踪 这 一 点 份量 是 重 
的 . 他 必定 知道 这 点 是 重要 的 ， 而 他 的 辩护 律师 确实 知道 证 明 被 
告 当 时 不 在 现场 的 重要 性 . 倘若 罪名 4 非 真 , 被 告 没有 恶意 地 过 
了 那 一 夜 或 犯 了 一 桩 较 小 的 罪 ,为 什么 不 马上 那样 说 ,或 者 至 少 在 
不 太 晚 之 前 那样 说 呢 ? 

如 果 罪 名 4 是 真 的 , 则 说 到 的 所 有 详情 都 是 容易 理解 的 .可 是 
如 果 罪 名 4 非 真 ,有 那么 多 细节 同时 发 生 看 来 是 费解 的 .如 果 说 有 
那么 多 细节 同时 发 生 都 是 由 于 巧 含 . 那 是 非常 难以 使 人 相信 的 . 
总 而 言 之 ,被 告 的 抗辩 未 能 提出 令 人 信服 的 证 据 . 

当然 ， 摆 在 陪审 困 面 前 的 证 据 比 在 这 里 引用 的 要 多 并 且 有 一 
点 即 没 有 一 种 叙述 能 足以 回答 : 被 告 的 行为 与 证 据 . 陪审 团 宣 告 
被 告 犯 有 杀人 罪 , 联邦 最 高 法 院 确认 宣判 。 我 们 引用 法 院 院 长 的 
最 后 宣判 :“ 单 独 考虑 这 些 情 况 没 有 一 个 可 以 决定 他 (被 告 ) 有 罪 ， 
但 是 把 作为 证 据 介 绍 的 情况 一 起 考虑 时 ， 陪 审 团 就 可 以 相信 评判 
有 罪 是 必然 的 逻辑 结果 .”? 

《5) 列 在 《3) 中 的 说 法 B1, B,,*…，B。 非常 适合 (2) 中 介绍 过 
的 模式 。 甚 至 它们 适合 另 一 个 更 好 的 与 其 仅 有 一 点 不 同 的 模式 : 

(全 客 的 2 保 人 六 
没有 4 的 8 不 很 可 靠 
8B 真 
4 更 可 靠 


1) 参阅 威 格 摩 所 著 < 法 庭 证 据 原则 >* 88 页 。 
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拿 说 法 B1,B;,"……, B。 中 的 每 一 个 都 可 以 完全 地 去 代替 这 个 
模式 的 ,当然 在 这 模式 中 4 必须 解释 为 罪名 .说 法 B, Ba …， 
Be 是 组 合 说 法 ; 它们 有 若干 部 分 《其 中 一 些 我 们 已 在 (4) 中 强调 
过 ), 其 中 每 一 部 分 本 身 可 以 被 当 作 与 案件 有 关 的 证 据 : 每 一 个 这 
样 的 部 分 都 可 以 完全 地 代替 上 面 模式 的 B .如 果 我 们 回忆 (4) 中 的 
讨论 ,当然 ,我们 就 会 感到 没有 4 的 B 越 不 很 可 靠 ,结论 就 越 强 . 

如 果 我 们 具体 知道 相继 的 证 人 怎样 在 诉讼 程序 进行 过 程 中 相 
继 把 大 量 证 据 展 现在 陪审 团 面前 ， 我 们 就 会 更 清楚 地 看 到 ， 在 这 
样 的 法 律 程序 中 的 合 情 推理 的 作用 同 在 一 个 猜想 的 几 个 结论 被 连 
续 地 试验 的 科学 研究 中 的 合 情 推理 的 作用 是 相似 的 。 《特别 参阅 
$12.2.) 

(6) 前 面 的 考虑 清楚 地 提出 了 一 种 组 合 模 式 、 而 这 种 组 合 模 
式 与 (5) 中 所 讲 的 有 关 的 合 情 推 理 的 组 合 模式 的 关系 ， 正 如 $12.2 
所 介绍 的 组 合 模式 与 $12.1 的 基本 归纳 模式 有 关 情 形 一 样 。 在 此 
我 不 打算 着 手 深 入 研究 这 个 问题 ;对 法 律 证 据 原 则 有 更 深造 放 的 
读者 可 以 用 给 入 以 更 深刻 印象 的 例子 和 解释 去 处 理 它 ， 但 是 我 将 
增添 一 个 另外 的 关于 模式 的 说 明 例子 ". 

当 哥 伦 布 《Columbus) 和 他 的 同伴 扬帆 向 西 航行 穿 过 未 知 的 
大 洋 时 , 每 当 看 到 鸟 他 们 总 是 欢欣 鼓舞 .他 们 把 鸟 当 作 指示 接近 
陆地 的 好 预兆 。 虽然 在 这 中 间 他 们 再 三 失望 , 对 我 来 说 下 面 的 推 
理 似 乎 是 完全 正确 的 .详细 地 说 ,推理 说 明 如 下 : 

僧 训 接近 陆地 时 ， 我 们 时 常 看 见 岛 。 
当 船 远离 陆地 时 ， 我 们 不 常见 鸟 . 
现在 我 们 看 见 鸟 . 
因此 ， 我 们 接近 陆地 变 得 更 为 可 靠 。 

这 个 推理 精确 地 适合 (5) 中 所 讲 的 模式 ; 鸟 的 出 现 被 当 作 接 
近 陆 地 的 情况 证 据 。 哥伦布 的 船员 在 1492 年 10 月 11 日 星期 四 
看 到 几 只 鸟 并 在 第 二 天 他 们 发 现 新 大 陆 的 第 一 个 岛屿 

读者 会 注意 到 我 们 在 讲解 模式 时 ， 所 用 到 的 例子 大 部 分 引 自 
我 们 日 常生 活 中 的 推理 . 

1 < 怎样 解 题 》 (How to Solve 四，212~221 页 ， 


。 39 


第 十 三 章 的 例题 和 注释 
第 一 部 分 


1. 仿照 8S4 (6) 的 方法 , 从 $1 提 到 的 论证 模式 导出 $3 提 到 的 
论证 模式 . 

2. 补充 $5 所 概述 的 论证 细节 ; 经 $1 中 的 启发 模式 导出 $2 
中 的 启发 模式 . 

3. 从 $1 中 的 启发 模式 导出 $3 中 的 启发 模式 . 

4. 在 纵横 字谜 里 我 们 必须 找到 有 9 个 字母 的 字 , 线 索 是 :“ 疫 
倦 讨厌 的 样子 ”(“Disagreeable form of tiredness”)5 . 

当然 , 未 知 字 所 必须 满足 的 条 件 含 含糊 糊 地 讲 了 . 经 过 几 次 
不 成 功 的 尝试 之 后 我 们 会 注意 到 “tiredness 
有 9 个 字母 ,正好 同 未 知 字 的 字母 一 般 多 ,这 就 把 我 们 引导 到 下 面 
的 猜想 : 

4. 未 知 字 的 意思 是 “讨厌 的 "并且 是 一 个 “TIREDNESS” 的 
字谜 

(字谜 的 意思 是 把 给 定 字 的 字母 重新 排列 成 一 个 新 字 .) 这 个 
猜想 4 可 能 完全 是 真 的 .( 事 实 上 ,疲倦 讨厌 的 样子 ”(Disagreeable 
form of tiredness) 这 个 线索 本 身 就 暗示 出 谜语 里 的 字 .) 在 往 方 格 
里 填写 谜语 中 的 其 他 未 知 字 时 ， 从 上 下 左右 关系 我 们 就 可 以 完全 
合理 地 确定 这 个 字 的 9 个 字母 格 位 中 有 2 个 字母 是 可 以 肯定 的 ， 
其 格 位 位 置 是 : 


ec 


一 一 一 一 一 一 IT 一 R- 
我 们 可 以 把 这 个 当 作 我 们 的 猜想 4 的 证 据 . 

(a) 为 什么 ?指出 适当 的 模式 . 

(5) 试 着 找到 所 求 的 9 个 字母 的 字 . (为 了 做 到 这 一 点 ,你 自 
然 有 机 会 去 估量 4 的 证 据 . 在 此 有 几 个 有 益 的 问题 : 在 T 与 R 之 
间 哪 个 字母 最 合适 ? 元 音字 母 E, E, I 该 怎样 放 ? 请 参阅 《怎样 解 


1) 摘自 (曼彻斯特 卫 报 周 刊 》(The Manchester Guerdian Weckiy)，1951 年 11 
月 29 日 出 版 . 
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题 》147~ 149 页 .) 

5. 让 我 们 再 提出 已 经 在 $12.3 与 $10 (更 充分 地 ) 分 析 过 的 法 
院 诉讼 事件 . 我 们 再 来 考虑 一 下 这 个 案件 《就 是 对 告发 的 事实 是 
否 构成 犯罪 进行 分 析 ): 

4. 被 告 炸 毁 了 游艇 . 

此 外 我 们 还 改变 一 个 提 法 : 在 此 我 们 考虑 对 事实 的 叙述 。 

B. 被 告 在 某 天 某 店 买 了 那么 那么 多 的 炸药 . 

我 们 在 此 处 所 做 的 改变 就 是 B 不 再 指明 一 般 叙 述 ， 而 是 指 特 
定 的 事实 . 《法 官 倾向 于 或 者 说 应 该 优先 处 理 尽 可 能 准确 详细 的 
事实 .) 我 们 再 次 把 B 当 作 已 被 证 实 了 的 . 《那么 8 是 被 证 据 所 证 
实 的 事实 .) 

像 我 们 已 经 介绍 的 这 种 提 法 的 改变 并 不 能 改变 论证 的 效力 
然而 现在 的 模式 是 什么 呢 ? 

6. 被 告 是 立 契 约 人 和 一 名 公务 员 ， 一 个 人 被 指控 行贿 , 另 一 
个 人 受贿 。 于 是 就 有 了 一 桩 特殊 的 起 诉 : 控告 断言 , 公务 员 买 新 
汽车 的 现金 支付 是 从 立身 约 人 的 钱 袋 里 得 来 的 . 案情 的 证 人 之 一 
是 一 个 汽车 商 ; 他 证 实 于 11 月 29 日 收 到 875 元 作为 公务 员 的 汽 
车 的 现金 支付 . 另 一 个 证 人 是 地 区 银行 经 理 ;他 证 实 于 11 月 27 日 
(同一 年 的 ) 从 立 契 约 人 与 他 的 妻子 的 平常 不 动用 的 共同 户头 中 取 
走 了 875 元 ; 收 条 由 其 妻子 签署 .这些 事实 是 被 告 所 无 法 辩 驶 的 。 

你 会 把 什么 当 作 这 种 证 据 的 最 强 的 一 点 ? 说 出 适当 的 模式 . 

7. 布 赖 克 《Black), 怀特 (White) 与 格林 (Green) 三 家 同 住 
在 郊区 同一 条 街 上 . 布 赖 克 一 家 与 怀特 一 家 是 邻居 而 格林 一 家 正 
好 住 在 对 面 。 一 天 傍晚 , 布 炽 克 先生 与 怀特 太太 阳 着 篇 多 有 一 次 
长 谈 . 当时 天 已 经 黑 了 ， 并 且 格 林 太 太 也 未 看 清楚 是 在 谈话 ， 于 
是 好 就 轻率 地 做 出 一 个 结论 ， 读 者 自己 可 以 猜 出 会 是 一 个 什么 结 
论 : 格林 太太 很 得 意 自 认为 她 的 猜想 没 错 . 

不 幸 , 没 有 可 能 堵 住 由 格林 太太 散布 出 去 的 流言 莫 语 ,然而 ， 
如 果 你 敢 冒 极 大 风险 ， 自 命 为 律师 去 为 被 格林 太太 诽谤 的 无 罪人 
申辩 ， 我 能 说 给 你 听 一 个 事实 : 怀特 先生 老 早 就 想 把 家 搬 到 靠近 
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他 办 事 处 的 地 方 去 ,他 签署 了 租 屋 契约 ,这 房子 是 属于 布 束 克 的 权 
叔 的 ,而 这 事 发 生 在 那 次 谈话 之 后 没 几 天 . 用 这 个 事实 

你 申辩 什么 及 模式 是 什么 ? 

8. 原 告 试 图 证 实 : 

4. 被 告 认 识 并 能 在 其 犯罪 时 认 出 受害 者 . 

原告 以 不 可 否认 的 事实 证 实 : 

C. 犯罪 前 被 告 与 被 害 者 都 由 同一 家 公司 雇用 了 三 年 零 几 个 
月 了 . 

因此 4 是 证 明 犯 罪 的 事实 ，C 作为 进一步 证 明 的 辅助 事实 。 
应 该 用 怎样 的 模式 ? 《你 可 以 设计 出 对 你 有 帮助 的 记述 方法 .你 
认为 公司 的 大 小 与 案情 有 关系 吗 ? ) 

9. 关 于 物理 及 次 学 中 的 归 统 研究 ， 从 合 情 推理 观点 来 看 , 在 
在 于 “数学 情况 ”与 “物理 情况 ”之 间 的 似乎 是 重要 的 差别 已 经 在 
$6 中 指出 过 . 好像 还 有 一 些 这 类 的 其 他 差别 , 在 此 将 讨论 一 类 . 

库仑 (Coulomb) 发 现 ,带电 物体 之 间 的 力 随 距 离 平方 成 反比 
变化 .他 用 扭 秤 直接 做 实验 来 证 明 这 条 反 平 方 定律 。 库 仑 的 实验 
是 很 精巧 的 , 而 他 的 理论 与 实验 数据 之 间 的 差别 是 相当 大 的 ， 我 
们 不 得 不 怀疑 ， 若 没有 牛顿 定律 (引力 作用 的 反 平 方 定律 ) 的 有 力 
类 比 ， 无 论 是 库仑 本 人 还 是 他 的 同时 代 人 部 不 能 把 他 的 扭 秤 实验 
算 作 是 决定 性 的 . 

卡 文 迪 什 《Cavendish》 发 现 电 引力 与 电 斥 力 的 反 平方 定律 而 
与 库仑 无 关 .〈 卡 文 迪 什 的 研究 并 没有 在 他 在 世 时 发 表 ,因而 库仑 
的 优先 权 是 无 可 争辩 的 . ) 可 是 卡 文 迪 什 设计 了 一 个 更 为 精巧 的 实 
验 以 证 明定 律 . 我 们 没有 必要 去 讨论 他 的 方法 "> 的 细节 ， 只 讲 一 
下 在 此 处 具有 实质 性 的 一 个 特征 . 卡 文 迪 什 设想 力 的 强度 不 是 
r 一 (r 是 电荷 的 距离 ), 而 可 能 是 更 一 般 的 r+", 此 处 a 是 某 个 正常 
数 . 他 的 实验 证 明 a 一 2 的 绝对 值 不 能 超过 某 个 分 数 。 

库仑 的 实验 研究 与 数学 的 归纳 研究 是 非常 相似 的 : 正如 数学 


1) 参阅 ].C. 麦克 斯 韦 尔 yx< 论 电 与 磁 >(]. C. Maxwell,A treatise on celeciricity 
and magnetism), 第 二 版 (1881)， 第 1 卷 ，76~~82 页 。 
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家 会 拿 观察 同 猜想 中 的 数论 定律 的 特殊 结论 相对 照 一 样 ， 他 拿 观 
察 同 猜想 中 的 物理 定律 的 特殊 结论 相对 照 。 在 猜想 中 的 定律 的 选 
择期 间 类 比 会 处 处 起 重要 作用 .然而 卡 文 迪 什 的 实验 研究 具有 不 
同 特点 ; 他 不 仅 车 虑 一 个 猜想 定律 (> 一 定律 ) 而 且 考 虑 若干 个 狂 
想 定律 (+ 定律 )。 这 些 定律 是 不 同 的 〈 电 引力 的 不 同 定律 对 应 
于 不 同 的 参数 值 c) 但 它们 是 相关 的 ,它们 属于 同一 “ 族 ” 定 律 . 卡 
文 迪 什 把 观察 同 整个 定律 族 相对 照 并 挑选 出 其 中 最 好 的 定律 . 

这 是 两 种 研究 之 间 最 明显 的 差别 : 一 种 目的 在 于 一 个 猜想 ， 
另 一 种 目的 在 于 一 族 猜 想 ， 第 一 种 拿 观察 同一 个 猜想 的 结果 比 
较 ， 而 另 一 种 拿 观察 同时 与 若干 个 猜想 的 结果 比较 .。 第 一 种 试图 
在 这 种 比较 的 基础 上 去 判断 所 提出 来 的 猜想 是 可 接受 的 还 是 不 可 
接受 的 . 而 另 一 种 试图 找到 最 满意 的 (或 最 不 难 接受 的 ) 猜 想 . 在 
数学 中 广泛 使 用 第 一 种 归纳 研究 ， 在 物理 科学 中 这 种 研究 也 不 是 
不 常见 的 ， 但 广泛 使 用 的 还 是 第 二 种 归纳 研究 , 可 是 在 数学 中 我 
们 很 难得 磁 到 它 . 

事实 上 ， 最 典型 的 一 种 物理 实验 的 目的 在 于 测量 某 个 物理 党 
数 ,在 于 确定 它 的 值 ,正如 卡 文 迪 什 的 实验 目的 在 于 确定 指数 “的 
值 一 样 .在 数学 里 我 们 可 能 把 这 种 或 那 种 研究 当 作 且 的 在 于 确定 
某 个 数学 常数 的 一 种 归纳 研究 ,但 这 种 研究 是 非常 特殊 的 ?. 

10. 试 验 性 的 一 般 公式 .牛顿 时 常 重复 的 一 句 话 “ 我 不 发 明 假 
设 ” 是 片面 的 ,如 果 把 这 句 话 解释 为 “谨防 猜想 ” 那 是 一 种 误会 ， 这 
样 的 忠告 ,如 果 听 从 的 话 ,会 毁 掉 归纳 式 研究 方法 的 ， 更 好 的 忠告 
是 :尽早 建立 猜想 ; 慢 些 承认 它们 . 还 有 更 好 的 是 法 拉 第 (Faraday) 
的 话 :“ 哲 学 家 应 该 是 一 个 乐意 听取 所 有 建议 的 人 ,但 是 判断 得 由 
他 自己 作 .” 当 然 , 法 拉 第 所 记得 的 哲学 家 修炼 的 是 经 验 哲学 而 不 
是 传统 哲学 . 

现在 打算 探讨 合 情 推理 的 “归纳 ”研究 . 在 此 , 如 果 不 限制 我 


1) 顺便 提 一 句 ? 卡 文 迪 什 的 实验 还 有 更 大 的 范围 : 它 倾向 于 证 明 一 定律 比 任何 
别 的 定律 p(r) 更 满意 ?而 不 限制 函数 p(r) 为 形 如 一 “; 参阅 玫 克 斯 韦 尔 同 一 
本 书 的 76~82 页- 
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的 话 , 我 就 提出 几 个 实验 性 推广 ， 它们 要 应 用 到 合 情 推理 的 几 种 
形式 上 ,但 是 在 任何 试图 作 进一步 推广 之 前 ,甚至 连 它们 的 公式 都 
应 该 小 心细 看 的 . 

(1) 单调 性 .$6 的 考虑 可 以 提示 一 条 规则 : “ 当 合 情 推理 结 
论 的 前 提 之 一 单调 地 变化 时 ， 结 论 也 单调 地 变化 .” 这 适合 $6 所 
考虑 的 及 其 余 的 几 个 例证 ;其 中 一 些 现在 将 被 考虑 . 

(2) 连续 性 ， 我 们 将 需要 一 个 论证 逻辑 术语 . 当 4 与 了 彼此 
相互 昔 含 时 , 亦 即 当 4 由 娃 得 到 及 如 也 由 4 得 到 时 ,我 们 就 说 

4 与 是 等 价 的 . 
如 果 4 与 8 等 价 ,目前 我 们 可 以 不 知道 4 为 真 还 是 8 为 真 ,但 我 们 
知道 只 有 两 种 情况 是 可 能 的 : 或 者 两 者 都 为 真 或 者 两 者 都 为 假 ; 
4 与 一 起 成 立 或 者 一 起 不 成 立 . 关于 4 与 B 等 价 的 记号 是 
A>B. 
两 个 箭头 表示 我 们 能 从 两 种 表述 4 与 8 的 任何 一 种 的 真实 性 推出 
另 一 种 的 真实 性 . 

在 $10 我们 考虑 过 两 种 表述 4 与 3 之 间 旱 合 的 联系 ， 考虑 逻 

辑 关系 

A 北 含 B 
连同 没有 4 的 下 的 可 靠 性 .让 我 们 来 想像 一 下 这 种 可 靠 性 单调 地 
变化 : 没有 4 的 也 变 得 越 来 越 不 可 靠 ， 达到 极限 情况 , 当 没有 4 
的 8 变 为 不 可 能 时 ,8 的 真实 性 就 蕴含 4 的 真实 性 ， 可 是 我 们 假 
设 过 4 的 真实 性 将 含 B 的 真实 性 ,因此 , 达到 极限 ,4 与 B 彼 此 落 
含 , 变 为 等 价 . 

现在 让 我 们 来 观察 一 下 所 描述 的 变化 是 怎样 影响 我 们 的 基本 
归纳 模式 的 : 


A 北 含 B 
B 真 
4 更 可 靠 
我 们 假定 当 第 一 个 前 提 像 所 说 过 的 那样 变化 时 第 二 个 前 提 保 持 不 
变 。 由 于 没有 4 的 8 变 得 越 来 越 不 可 靠 , 猜想 4 由 于 它 的 结论 8 
:44。 


的 证 明 变 得 越 来 越 可 靠 . 亦 即 结论 变 得 更 强 了 , 增加 了 份量 . 达 
到 极限 结论 变 为 “4 为 真 "， 因 此 我 们 的 合 情 推理 模式 达到 极限 变 
为 下 面 (显而易见 的 ) 论 证 推理 模式 
4 与 B 等 价 
8 真 _ 
.4 真 
简 言 之 ， 我 们 的 合 情 推 理 模式 有 一 个 “极限 形式 ”, 它 是 一 个 
论证 推理 模式 . 当 合 情 推 理 的 前 提 "“ 趋 于 ”对 应 的 极限 形式 的 前 提 
时 , 合 情 结论 “近似 ”于 它 的 终极 极限 强度 。 更 简短 些 : 有 一 个 从 
启发 模式 到 论证 模式 的 连续 转变 。 
这 种 描述 还 适应 另外 几 种 情况 .其 中 一 些 列 于 表 贡 . 在 87 
所 解释 过 的 表 I 的 符号 与 缩写 字 被 用 在 表 II， 上面 所 解释 过 的 


符号 二 > 也 被 用 到 . 用 更 简短 的 符号 B 来 代替 $4 所 定义 过 的 非 
B. 


表 IJ 
A>B A>B AlB AIB 
取 近 似 : P 真 了 更 cr. B 假 B 较 不 cr。 
.4 更 cr ds. 更 cr. 4 更 cr. As. 更 cr. 
4 二 了 44-3B Az>8 4 二 之 瑟 
取 极 限 ; B 真 B 更 cr. _B 假 B 较 不 er. 
4 真 4 更 cr 4 真 4 更 cr 


表 中 的 极限 模式 比 近似 模式 明显 得 多 ， 极 限 模 式 中 的 两 个 是 论证 
的 ,另外 两 个 虽然 不 纯 是 论证 的 ,也 几乎 是 不 成 问题 的 . 更 有 争议 
的 近似 模式 〈 它 们 全 是 合 情 推 理 模式 ) 似乎 出 自 对 应 的 用 一 样 的 
“弱化 过程 得 到 的 极限 模式 : 更 强 的 表述 如 
4=<> 了 DB，4 真 ，4 更 cr 
有 规则 地 被 对 应 的 更 弱 的 表述 如 
4 一 下，4 更 cr.，d4s. 更 ct. 

所 代替 . 

合 情 推 理 的 所 有 形式 可 能 以 某 种 类 似 的 方法 同 论证 模式 或 差 
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不 多 是 论证 模式 相连 接 吗 ? 


第 二 部 分 
首先 该 看 例 11: 它 介绍 (并 解释 ) 所 有 下 面 的 内 容 。 


的 数学 著作 中 的 猜想 。 这 是 一 个 遗漏 ， 因 为 从 内 心 深 处 了 解 自己 
毕 亮 比 了 解 无 论 哪 个 数学 家 都 更 深刻 ， 对 某 些 读者 来 讲 这 种 遗漏 
甚至 引起 怀疑 。 我 并 不 认为 这 种 怀疑 是 有 理由 的 .不 讨论 我 自己 
研究 的 更 复杂 更 专门 的 题目 不 是 不 够 坦率 ， 而 恰 是 这 种 题目 的 复 
杂 性 与 专门 化 。 我 以 为 还 是 讨论 些 具 有 更 广泛 兴趣 更 简单 的 题目 
为 好 。 

下 面 例 12 ~ 19 需要 比 书 中 的 大 部 分 更 为 高 等 的 知识 。 这 些 
都 是 我 自己 的 研究 成 果 . 我 试图 提供 一 个 有 代表 性 的 实例 .我 把 
以 前 出 版 的 书刊 上 发 表 过 的 及 未 发 表 过 的 一 些 猜想 都 写 在 里 边 
了 。 我 把 我 的 “朴素 的 "早期 工作 中 的 一 些 猜想 包括 进去 , 那 时 我 
还 没有 开始 明确 地 考虑 合 情 推 理 课题 ， 我 还 把 我 的 后 来 的 不 那么 
朴素 的 工作 中 的 一 些 猜 想 包 括 进去 ， 例 12 是 属于 我 朴素 年 代 的 ; 
它 讲 到 引导 我 得 到 一 个 结果 的 启发 依据 ， 例 13, 14, 15 及 16 是 
讨论 以 前 发 表 过 的 我 的 朴素 年 代 的 猜想 的 , 例 17 是 讨论 一 个 以 前 
发 表 过 的 我 的 不 那么 朴素 年 代 的 猪 想 的 ， 例 18 及 19 是 讨论 以 前 
没有 发 表 过 的 猪 想 的 ". 


1) 引用 本 蔬 作者 所 写 的 论文 时 在 脚注 中 不 写 名 字 ;“ 参 阅 ? 介 绍 所 叙述 猜想 所 在 的 
页 (往往 以 一 个 问题 的 形式 3》 引用 署名 的 论文 记载 了 所 讨论 的 猜想 的 第 一 个 证 
有 明 . 例 12 (Ex. 12): < 巴 积 摩 数学 协会 报告 > (Rendiconti, Circolo Matematico 
i Palermo)， 第 34 卷 (1912)，89~120 页 . 例 13 《Ex. 13): < 数学 家 通讯 > 
CL'Interméddiaire des Mathématiciens), 21 卷 (1914)，27 页 ， 即 4340 页 ; G. 
束 可 >< 数学 年 鉴 *《(G. Szeg5)，Math. Annalen), 第 76 着 (1915)，490 改 503 
页 . 例 14 (Ex. 14): < 数学 年 鉴 y 《Math. Annalen), 第 77 着 (1916)，497 ~ 
513 页 ;参阅 510 页; F. 卡尔 森 ,< 数 学 杂志 > C(F. Carlson), Math. Zeitrcjprije)， 
第 9 着 (1921),，1~13 页 ， 例 15 《Ex. 15): «数学 家 通讯 >(L'Tntermddiaire 
des Mathématiciens), 第 20 卷 (1913)，、145~~146 页 ， 即 4240 页 ; G. 囚 可 ， 
< 数学 杂志 >((G. Szeg5)，Math。Zeitschrift), 第 13 卷 (1922)，38 页 也 看 
< 纯粹 与 应 用 数学 杂志 »《Journal fir dic reine und angewandie Math.), 第 
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我 该 多 说 一 句 ， 还 是 在 我 的 早年 时 代 我 就 为 自己 的 一 些 猜想 
所 激 起 的 坚强 自信 所 深 深 打动 并 弄 得 有 些 迷 惑 不 解 ， 并 且 我 不 知 
道 是 一 种 什么 样 的 理由 构成 这 样 的 自信 .下 面 的 一 些 话 极 好 地 表 
达 了 关于 我 的 新 猜想 来 源 的 早期 观点 . 

“连接 两 定点 有 一 条 直线 .一 个 新 定理 往往 是 一 种 推广 , 它 连 
接 两 种 极 特殊 情况 , 并 由 一 类 线性 插入 法 得 之 。 给 定 一 个 方向 并 
通过 一 定点 有 一 条 直线 .一 个 新 定理 往往 是 在 所 探究 的 非特 殊 方 
向 偶尔 磁 到 一 个 适当 的 特殊 情况 的 时 候 被 想 出 来 的 .新 定理 也 可 
以 由 画 平 行 线 得 出 . 


A 4D A AD 7 AD 
A®D A®D A A 1 AD -oe 
A A 区 AS* en. AW) ee 


与 函数 f(x) 有 关 . (它们 由 f(x) 按 x< 的 寡 展 开 式 得 来 ; 48 及 
1(x) 都 是 实 的 .)E. 拉 盖 尔 (E. Laguerre) 发 现 方 阵 的 第 不 行 Li ， 
4 包 ，4 名 ,的 符号 改变 次 数 CA) 同方 程 Kx) 一 0 在 0 与 1 之 
间 ( 端 点 除外 ) 的 根 的 个 数 R 有 关 : 

V(K) > R, 
当 克 增 大 时 VCk) 只 能 减 小 或 保持 不 变 . 永 不 增 大 的 VCR) 最终 
能 达到 R 吗 2 拉 盖 尔 提出 了 问题 , 但 没有 解决 就 留 下 来 了 ，M. 费 


158 着 (1927)，6~18 页 ， 例 16 (Er. 16): < 德国 数学 协会 年 报 > (Jahresbe- 
richt der Deutschen Math。 Vereinigung), 第 28 卷 (1919)，31 必 40 页 ; 参阅 
38 页 . 例 17 (Ex. 17): < 国家 科学 院 会 议 录 > (Proceedings of the National 
Academy of Sciences)， 第 33 卷 (1947)，218~221 页 ; 参阅 219 页 。 例 19 
(Ex. 19): «纯粹 与 应 用 数学 杂志 >» 《Journal fiir die reine und angewandte 
Math.), 第 151 卷 (1921) 1 31 页 ; 见 定理 1, 第 3 页 ， 


17 参阅 G. 波 利 亚 与 G. 蔡 可 。< 分 析 > 《Analysis》 第 1 卷 第 VI 部 分 。 
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略 特 〈〔M. Fekete) 证 实 倘若 R 一 0。P(k) 最 终 达到 R, 这 个 特殊 
情况 暗示 出 (AtD) 总 是 达到 有 的 猜想 。 我 够 幸运 , 观察 到 4 与 
函数 f(x) 之 间 的 另 一 种 联系 ;存在 某 些 正 数 B9 (与 函数 /(*) 
无 关 ) 使 有 
md/B 纪 一 KK0) 对 固定 的 m， 
Him49/B 铝 一 K1) 对 固定 的 
亦 取 ,无穷大 方 阵 的 纵向 与 KK0) 有 关 ， 术 向 与 人 1) 有 关 。 这 卫 个 
方向 怎么 样 ? dt hia 它 著 含 
着 中 间 方 向 与 * 在 0 与 1 之 闻 变 化 时 f(x) 所 取 的 值 之 间 的 某 种 
联系 ， 这 暗示 4/B 名 可 以 趋 于 f (x), 此 处 * 借 某 种 方法 与 ak 
的 极限 有 关 ， 事实 上 ,最 终 我 发 觉 , 那 甚至 是 容易 证 明 的 ,有 
Am Am VBw 一 f(x) 如 若 limn/(n 十 X) 一 
这 关系 式 结果 弄 清 楚 是 解答 拉 盖 尔 问题 的 关键 ， 
13. 给 定 一 个 方向 过 一 定点 有 一 条 章 线 。 而 一 条 平行 线 ， 连 
同 正 函数 /(x) 的 传 里 叶 《Fourier) 级 数 ， 


f(x) = oo 十 25 (avcosnr + basinnx), 
T 


O、 特 普 利 奖 《O、Toeplitz) 著 虑 4 方程 


ao 一 人 di — ib “一 1 

(4) a + 1 4 一 2 » ds-2 本 ibs-2 一 0. 
CP + 1bs1 an-2 + 7 Go 二 4 
他 的 研究 揭示 出 这 方程 的 ” 个 根 
drs nzs Nn3s Mnm 
“模仿 ”函数 f(x) 的 # 个 等 距离 值 
2m 4 6 刘 
(1) ds), 
例如 ,个 根 的 算术 平均 


Ny 


对 应 于 


— | fdr ~ a. 
让 我 们 试 着 画 一 条 平行 线 : "个 根 的 几何 平均 
[EE 一 DY 
此 处 D。 指 定 为 = 行 的 行列 式 ， 此 行列 式 由 取 方程 (+) 左边 的 
1 一 0 得 之 ， 这 可 对 应 于 


Cas)lim |/ (2 .) fe).… 1 人 2 于 


此 刻 自 然 要 找 一 个 便利 的 特殊 情况 。 对 特别 的 函数 
f(x) = ao + 2arcosx + 2b, sin x, 
不 难 计算 D。 及 站 如， 这 极限 弄 清楚 了 等 于 什 Ce): 所 探究 


站 准 了 : 对 任何 主 况 妆 fs) 
fstogf ed) de, 


lim Dj 一 e™ 


4. 最 明 时 的 情 织 也 是 只 可 能 的 情 闪 。 如 果 宕 级 数 
a 二 ds 二 er 二.… 十 4s" 十。 

的 系数 ao, a1， a2，"… as，"… 是 整数 , 这 无 穷 多 个 整数 异 于 零 , 由 
于 其 公 项 不 趋 于 零 则 级 数 明 显 地 在 点 x 一 1 发 散 。 因而 这 震级 数 
的 收敛 半径 1。 收敛 半径 的 端点 值 1 可 能 达到 .一 个 明显 的 例 
子 是 级 数 

1 中 :六 于 坟 二 3 
它 表 未 一 个 具有 极 简单 的 解析 性 质 的 函数 , 有 理 函 数 1/(1 一 *)。 
另 一 个 例子 是 

hs Re 
它 表 示 一 个 具有 极 复杂 解析 性 质 的 函数 ,不 可 延 拓 函数 . 《这 是 级 
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数 的 最 熟悉 的 例子 , 级 数 的 收敛 圆 是 一 条 奇 线 . ) 这 两 个 明显 例子 
有 具有 相反 性 质 。 可 是 , 令 人 惊奇 的 是 解析 性 质 可 以 被 确定 的 具有 
整数 系数 及 收敛 半径 为 1 的 任 一 容 级 数 状 清楚 是 与 这 反例 中 的 一 
个 或 男 一 个 相 类 似 : 它 表示 不 是 一 个 有 理 函数 就 是 一 个 不 可 延 拓 
函数 。E. 博 雷 尔 (E. Borel) 与 P. 法 都 (P. Fatou) 的 定理 证 明 具 有 
中 间 性 质 的 广泛 类 函数 不 能 由 这 样 的 函数 来 表示 。 当 作者 成 功 地 
证 明 过 类 似 定理 并 掌握 更 多 例子 时 ， 他 却 发 掘 出 关于 猜想 的 基本 
证 据 : “由 具有 整数 系数 及 收敛 半径 为 1 的 军 级 数 即 某 个 有 理 函 


言 之 “如 果 具 有 整数 系数 的 寡 级 数 的 收敛 半径 达到 端点 值 1, 则 
所 表示 的 函数 必 有 极端 特性 : 它 不 是 极其 简单 的 一 个 有 至 函数 ， 
就 是 极其 复杂 的 一 个 不 可 延 拓 函 数 .” 

15. 建 立 模式 。 词 的 功能 。 这 例 了 于 有 各 个 方面 ,我 们 要 试 着 一 
个 一 个 地 讨论 . 

(3) 拉 盖 尔 发 现 几 个 实数 数列 


Co) 3 029 "3 Os 
有 下 列 奇 妙 性 质 : 如 果 (否则 任意 ) ” 次 方程 
(TD) ae 十 ax 十 dz 十 .… 十 anxzs 一 0 
只 有 实 根 ,方程 
(IID) Goo 十 dex 十 azcaxz2 十 十 aanta 一 0 


《数列 把 (ID) 变换 为 (II)) 也 将 只 有 实 根 ， 拉 盖 尔 提出 而 并 未 解决 
的 问题 : 找到 一 个 简单 的 描述 这 类 数列 特征 的 必要 且 充 分 条 件 
找 必要 条 件 容 易 : 我 们 就 把 要 求 的 这 类 数列 应 用 到 已 知 只 有 

实 根 的 任 一 方程 上 去 ,然后 我 们 得 到 一 个 变换 方程 ,其 所 有 根 必 是 
实 的 。 例 如 ,把 数列 m， oa, a;,，*…, as 应 用 到 方程 

1—2=0, PT—xm0, x—rm0, 
上 ,显然 , 这 些 方程 只 有 实 根 , 我 们 容易 发 现 mo, am, ay ai, …- 必 
为 同 号 ,全 正 或 全 负 ( 从 更 广 的 意义 上 讲 ,不 排除 0 ). 把 同一 个 数 
列 应 用 到 方程 

xX— 0 0, x0,.*°, 


我 们 也 发 现 a @, os, my，*…… 必 为 同 号 ， 把 这 些 话 记 在 心里 , 把 
数列 应 用 到 方程 

(ITD) 1+ (7)+ (2)e+ +t 
(方程 的 所 有 个 根 都 等 于 一 1) 上 去 ,我 们 得 到 方程 

(CIV) mt+(7)az+(2)ae+ + 


的 根 全 是 实 的 且 有 相同 符号 的 必要 条 件 . 

借 着 积累 几 个 必要 条 件 我 们 得 到 了 这 最 后 条 件 。 它 们 的 累积 
样 ， 下 面 奇 妙 的 命题 应 该 成 立 : “如 果 两 个 方程 (D) 及 (IV) 只 有 
实 根 , 则 (IV) 的 根 都 有 相同 符号 ,方程 CT) 也 只 有 实 根 .” 

(2) 我 老 早 就 想起 了 这 个 猜想 ， 但 我 不 能 相信 它 ; 它 似乎 太 
奇怪 了 。 然而 在 " 一 2 的 情况 下 ,猜想 容易 证 实 (” 一 1 的 情况 完 
全 不 足 道 ). 

可 是 ,偶然 地 ,我 发 现 E. 梅 罗 (E. Malo) 所 证 明 的 定理 : 如 
果 方程 C1) 只 有 实 根 并 且 方程 

ao 十 oz 十 ooi2 十 … 十 aoz 一 0 
只 有 同 号 实 根 , 方程 (ID) 必定 只 有 实 根 ， 梅 罗 定理 清楚 地 与 那个 
强 猜想 类 似 并 使 它 看 上 去 不 那么 强 ， 此 外 , 据 我 所 见 , 梅 罗 定 理 是 
那个 猜想 的 推论 ， 因 此 猜想 的 另 一 个 广阔 而 重要 的 推论 得 到 了 证 
实 : 猜想 显得 强 得 多 . 

(3) 易 知 ， 可 把 猜想 重 述 如 下 : “如 果 正 数 数列 m, cu.…， 
w 把 方程 (TID 变换 为 只 有 实 根 的 方程 ， 它 将 把 一 个 只 有 实 根 的 
任意 方程 变换 为 具有 同样 性 质 的 方程 "。 换 而 言 之 , 方程 (IID 奸 
立 了 模式 ， 它 的 对 数列 m, m。'…，au 的 反应 被 所 有 其 根 都 是 实 
的 方程 所 模仿 。 

(4) 方程 (In) 是 怎样 建立 模式 的 呢 9》 因 为 它 的 所 有 根 相 重 ， 
在 某 种 意义 上 讲 这 个 回答 是 “当然 的 "。 无 论 如 何 , 正如 我 以 后 所 
发 见 的 。 所 有 根 (或 零点 ) 相 重 的 方程 (或 函数 ) 在 几 个 类 似 的 问题 
中 起 相似 作用 : 它们 建立 了 模式 (它们 "起 到 定 音 作用 ”). 
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可 是 ， 由 于 所 议论 的 猜想 现在 还 只 是 个 猜想 ， 我 就 用 下 面 的 
“解释 ”: 方程 (ID) 的 所 有 根 都 等 于 一 1. 这 些 根 都 被 塞 进 实 轴 的 
一 个 点 里 ， 它 们 尽 可 能 紧 地 靠 在 一 起 。 在 这 种 局 面 里 ,可 以 理解 ， 
它们 有 最 大 的 跳出 实 轴 的 倾向 。 因此 , 如 果 被 应 用 到 有 密集 根 的 
多 项 式 (1 + z)” 的 数列 ms, wm， …，o 不 能 从 实 轴 上 把 这 些 根 
赶 出 去 , 它 就 越 没 机 会 把 别 的 多 项 式 的 不 密集 的 根 赶 出 去 . 

这 种 "解释 "的 逻辑 价值 显然 等 于 零 ， 但 那 不 意 味 着 它 的 心理 
学 的 价值 也 是 零 。 我 承认 就 我 个 人 而 言 这 个 滑 重 的 类 比 是 极其 重 
要 的 : 它 使 得 猜想 保持 好 几 年 . 

我 应 在 此 处 提 一 下 ,一 些 类 似 的 奇妙 语言 的 确切 陈述 过 去 常 
党 与 我 的 数学 工作 有 关 . 例 14 的 末尾 一 句 话 是 一 个 有 特色 的 例 
子 。 此 处 还 有 两 个 例子 。 

二 十 多 年 来 我 对 法 伯 雷 (Fabry) 的 著名 的 关于 宪 级 数 的 间断 
定理 非常 感 兴趣 ,有 过 两 个 时 期 第 一 个 是 “沉思 ”时 期 ,而 第 二 个 
是 “活动 "时 期 。 在 活动 时 期 我 做 了 一 些 与 定理 有 关 的 工作 , 并 寻 
找 各 种 证 明 、 拓展 和 对 它 的 类 比 ， 在 沉思 时 期 实际 上 我 没 做 与 定 
理 有 关 的 工作 ,我 只 是 赞赏 它 , 时 时 以 某 种 好 奇想 起 它 , 牵强 地 作 
如 下 陈述 : “如果 在 一 个 宪 级 数 里 一 个 任意 选择 的 系数 异 于 零 是 
极 不 可 能 的 , 那 末 它 不 仅 极其 可 能 ,而 且 确 实地 , 震级 数 是 不 可 延 
拓 的 . “显然 ,这 名 话 既 没 有 逻辑 性 ,也 没有 文学 价值 , 它 正 好 使 我 
把 我 的 好 奇 心 保持 下 来 . 

我 非常 清楚 地 想起 了 某 个 证 明 方 法 ， 但 是 在 那 以 后 几 天 里 我 
不 试图 完成 证 明 的 最 后 形式 。 在 这 几 天 里 我 被 “移植 ”一 词 缠 住 
了 .事实 上 , 若 讲 到 有 用 任何 一 个 单词 能 去 描述 如 此 复杂 的 事情 
的 话 ,那么 这 个 词 算是 尽 可 能 精确 地 描述 出 了 证 明 的 明确 思想 . 

当然 ,关于 这 个 “ 词 的 功能 "我 曾 作 了 各 种 解释 , 但 是 , 我 如 能 
等 待 用 更 多 的 例子 来 解释 也 许 更 好 些 ?. 

16. 仅仅 靠 巧 含 这 可 能 性 实在 是 太 小 了 . 设 了 为 整数 ”的 素 


1) 参阅 J. 阿达 玛 y< 数 学 方面 发 明 心 理学 >(J]. Hadamard, The prychology of 
invention in the mathematical ficld), 84~85 页 . 
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数 因子 个 数 , 按 1 是 偶数 或 奇数 称 = 为 “ 偶 分 解 的 "或 “ 奇 分 解 的 ”， 
例如 
30 一 2xX3X5 是 奇 分 解 的 ， 
60 一 2 X2X3Xx5 是 偶 分 解 的 。 
像 2, 3,5, 7, 11, 13, 17, … 这 样 的 素数 是 奇 分 解 的 ， 像 4, 9， 
16, … 这 样 的 平方 数 是 偶 分 解 的 , 数 1 必须 看 作 偶 分 解 的 ,因为 它 
没有 素数 因子 , 而 0 是 偶数 ， 在 前 12 个 数 中 (下 面 ,分别 表 示 
偶 、 奇 分 解 。 一 一 译 者 注 ) 
12 3 4 56 7 8 9 101112 
c o D € D € D D [3 € 人 DO 
5 个 是 偶 分 解 , 7 个 是 奇 分 解 。 

如 果 我 们 考察 上 面 表 中 的 。 与 。 行 ， 我 们 简直 不 能 发 现 一 个 
简单 的 规律 。 两 种 符号 似乎 是 不 规则 地 、 不 可 预测 地 随机 交 替 . 
我 们 几乎 不 可 避免 地 会 想到 机 会 : 自然 会 想到 如 果 不 去 辛苦 地 分 
解 所 给 整数 的 因子 ， 而 在 桌子 上 撞 硬 币 并 按照 头像 面 或 反面 朝 上 
写 下 “ec” 或 “o", 我 们 就 会 得 到 一 串 类 似 的 数列 .自然 会 相信 硬 
币 是 “公平 的 ”, 头 像 及 反面 朝 上 的 机 会 大 概 常 是 相等 的 , 亦 即 偶 分 
解 与 奇 分 解 的 两 种 整数 常常 是 相等 的 . 

现在 可 以 证 明 ( 证 明 是 困难 的 ?在 前 ”个 整数 中 当 ” 很 大 时 偶 
分 解 同 奇 分 解 大 约 一 样 多 ( 即 当 ”一 co 时 其 比值 趋 于 1)。 这 似 
乎 使 我 们 的 猜想 得 以 确证 .现在 你 可 以 更 有 信心 地 期 待 把 偶 分 解 
数 与 奇 分 解数 彼此 当 作 头像 与 反面 的 一 串 任 意 的 数 . 期 望 如 此 ， 
我 开始 对 每 个 ” 列表 ， 看 看 在 前 = 个 数 中 奇 分解 或 偶 分 解 的 哪 一 
类 整数 占 多 数 。 前 * 张 表 似乎 是 倾向 一 边 的 .我 表示 惊讶 并 继续 
放大 = 数 ,但 还 是 倾向 一 边 。 我 大 为 惊异 并 还 继续 放大 = 数 ,可 是 
它 还 是 倾向 一 边 ， 当 我 算 到 = 一 1500 时 ,我 算 烦 了 并 不 得 不 承认 
有 某 种 关于 猜想 的 观察 证 据 : “对 ” 2, 在 前 ”个 整数 中 偶 分 解 
数 从 不 占 多数 .” 

你 把 一 个 硬币 向 上 抛 1500 次 .并 记 下 在 前 ”次 试验 中 得 到 多 
少 次 头像 面 和 多 少 次 反面 。 碰 巧 你 得 的 头像 次 数 比 反面 的 少 是 很 
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可 能 的 .《 把 “ 比 … 少 ”广义 地 理解 为 “不 更 多 于 …”. ) 甚 至 可 能 碰巧 
在 所 有 从 第 二 步 往 后 即 对 一 2, 3, 4,…, 1500 的 次 数 中 你 得 
的 头像 次 数 一 直 是 比 反面 少 , 但 这 不 那么 容易 发 生 . 如 果 把 这 说 
成 仅仅 是 巧 售 ， 这 种 可 能 性 也 实在 太 小 了 ， 然而 不 可 能 的 事 毕 况 
出 现 了 ,是 在 我 们 用 能 再 分 解 的 整数 来 玩 正 反面 游戏 时 被 发 现 的 . 
一 定 有 某 种 理由 ,我 做 了 我 必须 做 的 一 切 : 我 把 猜想 看 作 是 当然 
的 (当然 是 假定 地 ) 并 试图 从 它 得 出 结论 。 我 很 幸运 地 看 到 了 两 
点 .首先 ,如 果 新 猜想 为 真 , 那 末 黎 曼 (关于 《- 函 数 ) 的 极为 重要 
的 猜想 的 真实 性 必 可 推出 。 其 次 , 若 比 新 猜想 更 真一 点 的 猜想 为 
真 (如 果 从 某 个 = 往 上 偶 分 解数 确实 占 多 数 )， 另 一 个 重要 的 高 斯 
猜想 (关于 二 次 形式 类 数 ) 必 可 推出 。 这 两 点 似乎 都 是 讲 的 对 新 狂 
想 有 利 的 方面 . 

猜想 已 不 是 新 的 了 ,但 其 命运 仍然 是 未 定 的 。A. E. 英 格 姆 
(A. E. Ingham) 倾向 于 从 可 以 使 它 不 可 靠 的 事例 中 得 出 结论 ， 另 
一 方面 ，D. H. 兰 姆 (D. H. Lehmer〉 则 一 直 算 到 x 一 600,000 
证 实 了 它 ， 

17. 完成 类 比 .“ 在 所 有 给 定 体积 的 立体 图 形 中 ， 球 有 最 小 表 
面积 .” 这 是 一 个 古典 空间 等 周 问 题 , 一 个 出 色 的 关于 它 的 物理 类 
比 为 HH. 庞 加 莱 (HPoincare) 所 发 现 并 为 G. 北 可 (G. Szeg6) 
所 严格 证 明 : “在 所 有 给 定 体积 的 物体 中 , 球 有 最 小 电容 量 . "自然 
会 想到 应 该 有 进一步 类 似 的 定理 , 我 寻找 过 这 样 一 个 定理 。 带电 
体 周转 的 力 场 类 似 于 以 一 定 速度 穿 过 不 可 压缩 性 的 理想 流体 的 运 
动 体 周 围 的 流 场 . 《两 种 场 是 无 源 ,无 旋 的 , 因此 满足 同一 个 偏 微 
分 方程 ,) 电 场 中 的 物体 的 电容 量 大 约 与 水 力 场 中 物体 的 “ 庶 质 量 ” 
相对 应 . (运动 物体 捞 起 流体 并 给 它 自 己 增添 了 运动 流体 的 动能 ; 
“ 碟 质 量 ” 是 这 项 附加 动能 的 要 素 .) 电 容量 与 咸 质 量 都 同 对 应 的 场 
能 有 关 . 可 是 有 一 个 显著 差异 : 电容 量 只 依赖 于 物体 的 形状 与 大 
小 , 但 虚 质量 除 形状 与 大 小 外 尚 依赖 于 物体 的 运动 方向 。 为 使 类 
比 更 加 完善 ， 我 必须 构想 出 新 概念 : 对 遍及 所 有 可 能 方向 的 虎 质 
量 取 平均 值 ,我 们 得 到 平均 虚 质 量 。 因 而 产生 了 狂想: “在 所 有 给 
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定 体积 的 物体 中 , 球 有 最 小 平均 虚 质量 .” 

椭 球 是 仅 有 的 其 所 有 方向 的 虚 质 量 都 可 以 算 清 楚 的 形状 。 事 
实 上 ， 结 果 变 为 在 所 有 给 定 体积 的 椭 球 中 , 球 有 最 小 平均 虚 质 量 : 
从 而 猜想 在 一 个 重要 的 特例 中 被 证 实 . 我 也 可 以 用 类 比 的 方法 来 
证 明 猜 想 : 我 成 功 地 证 明了 二 维 的 圆 的 类 似 的 水 力 最 小 性 质 。 如 
此 证 明之 后 ,这 禅 的 猜想 应 该 公开 发 表 了 ,至 少 我 是 这 样 想 的 。 

一 直到 今天 ,这 个 猜想 既 没有 被 证 了 明 为 真 也 没有 被 证 明 为 假 ， 
虽然 G. 蔡 可 与 M， 犀 非 (M. Schiffter》 发 现 了 似乎 可 以 证 明 它 
的 有 趣 的 有 关 结 果 . 

18. 一 个 新 猪 想 .我 们 考虑 建立 了 直角 座 标 为 x 与 y 的 平面 ， 
在 此 平面 上 有 封闭 曲线 C 所 围 成 的 域 KR， 要 找 一 个 函数 «二 
#(*,y), 它 满足 两 个 边界 ( 沿 曲 线 C) 条 件 中 的 一 个 或 另 一 个 

(1) zx 一 0， 

G) 到- 

及 域 尺 内 的 偏 微分 方程 
(3) B+ OW + yu — 0. 
or Oy 
在 (2) 内 7 为 曲线 C 的 法 向 ; 在 (3) 中 "为 某 一 常数 。 那 末 我 们 
有 两 个 不 同 问题 : 首先 ， 我 们 必须 解 带 有 边界 条 件 (1) 的 微分 方 
程 (3); 其 次 解 带 有 条 件 (2) 的 微分 方程 (3)。 在 与 各 种 振动 现象 
相 联系 的 物理 学 中 这 两 个 问题 都 是 很 重要 的 。 两 个 问题 有 同一 个 


平凡 解 : « = 0. 仅 对 特殊 的 > 值 ， 一 个 或 另 一 个 问题 有 非 平 凡 


解 , 亦 即 不 恒 为 零 的 解 x: 对 ， 一 ,5, 4， -……， 带 有 边界 条 件 
(有 ) 的 问题 ， 对 > 一 ps pz， ps，"…， 带 有 边界 条 件 (2) 的 问题 . 
它 是 


0<4<h 和 hh, 
0=pn<ppep< pe. 
这 些 特殊 值 4, ,44，…… 及 ps po， Am，… 分 别 被 称 为 第 一 及 第 
二 问题 的 特征 值 ， 特 征 值 与 相应 的 物理 现象 中 的 特征 振动 的 频率 
有 关 。 
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我 想 讲 一 个 新 猜想 : 设 4 为 域 KR 的 面积 ; 那 末 ,对 4 一 1, 2， 

3，…， 
pa < HrnA :< 一 1。 

这 是 一 个 要 求 提 出 事实 来 证 实 的 猜想 。 由 于 域 RR 的 形状 能 任 
意 变化 ,” 跑 过 所 有 整数 1, 2, 3，…， 猜 想 覆 盖 了 变化 无 穷 的 特殊 
情况 ， 在 这 些 情 况 之 中 已 知 的 不 太 多 : 猜想 可 以 被 涉及 到 这 些 特 
殊 情 况 中 的 任何 一 个 的 数值 结果 所 推翻 。 可 是 猜想 的 证 明 还 不 算 
太 坏 。 

(a) 对 # 一 1,2,3,……, 当 R 为 一 个 矩形 时 可 证 明 此 猜想 ，。 
事实 上 ,这 是 提出 猜想 的 特 妹 例 让 . 

《b) 对 ”= 1,2, 当 R 有 任意 形状 时 可 证 明 此 猜想 这 个 特殊 
情况 与 (a) 所 讲 的 是 非常 不 同 的 。 

(c) 在 特征 值 能 清楚 算出 的 几 种 特殊 情况 中 ， 通 过 数值 计算 
也 能 证 明 此 猜想 : 对 >* 直到 25 及 特殊 形状 的 R( 圆 , 几 个 圆 扇形 ， 
几 个 三 角形 )。 

《d) 长 久 以 来 已 知 


md ph ph 


这 与 猜想 一 致 . 
《e) 也 已 知 
lim Lnn 一 lim2sn = 4rA™!, 
并 且 这 也 与 猜想 一 致 。 
当然 ,这 种 证 明 再 多 也 证 实 不 了 猜想 ,并 且 也 不 能 强迫 任何 人 
对 它 有 任何 程度 的 信任 。 可 是 这 种 证 明 能 提高 对 猜想 的 兴趣 ， 激 
励 我 们 试验 更 多 的 结论 ， 并 增加 作为 狂想 存在 理由 的 科学 研究 的 
妙趣 。 
关于 所 讲 的 狂想 的 技术 细节 《其 中 一 些 是 派 特 * 蔡 可 〈Perer 
Szeg6) 先生 帮 了 我 很 大 的 忙 ) 将 在 别处 发 表 . 
19. 另 一 个 新 猜想 : “如果 F'(x) 是 一 个 代数 函数 , 级 数 
F(x) =axt ar taste*** 
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的 所 有 系数 ea， az os， '… 是 整数 , 则 FCx) 也 是 一 个 代数 函数 .” 
换言之 :“ 除 非 代数 函数 的 积分 是 代数 函数 本 身 , 它 不 能 由 带 有 整 
系数 的 震级 数 来 表示 .” 

为 了 解释 ,考虑 展开 式 


号 二 和 
arcsin2x 一 2 (3 Se 
0 


2 直入 

arcsin 2+ 的 导数 是 代数 函数 ， 这 个 导数 展开 式 中 的 所 有 系数 是 整 
数 ,正如 我 们 从 上 面 公式 中 所 见 到 的 那样 。 可 是 arcsin 2x 不 是 代 
数 函 数 ， 因 此 ,如果 所 提出 来 的 猜想 为 真 ,在 上 面 展开 式 中 必 有 无 
穷 多 个 非 整 数 系数 。 这 是 容易 证 明 的 : 如 果 2” 十 1 是 素数 , 它 就 
不 是 2” 的 因子 ! 那么 被 审定 的 实例 证 实 猜想 , 它 也 可 以 由 下 面 事 
实 来 证 明 (并 且 已 经 提示 过 了 ): 如 果 我 们 拿 “ 有 理 函 数 ” 去 代替 所 
提 的 猪 想 陈述 中 的 “代数 函数 ”, 我 们 把 它 改 为 真 的 且 已 被 证 实 了 
的 论断 。 也 可 以 用 更 笼统 的 类 比 , 用 具有 整 系数 的 震级 数 的 题目 
周围 “气氛 "来 证 实 猜想 ; 见 例 14。 

有 许多 情况 类 似 于 arcsin 2*， 它 容易 试验 ,但 尚未 进行 检验 。 
本 来 对 这 种 可 以 着 手 研究 的 猜想 ， 在 尚未 彻底 研究 之 前 是 不 应 该 
印行 的 。 在 此 我 发 表 它 是 作为 一 个 未 发 展 的 , 更 恰当 地 说 没完 全 
证 明 的 猜想 . 

20. 什么 叫 典型 ? 到 目前 为 止 就 我 所 能 见 到 的 ,在 紧 前 面 一 些 
例子 ( 例 12 一 19) 里 ,没有 什么 同 前 面 例 子 得 来 的 一 般 印 象 不 一 致 
的 东西 。 在 这 些 紧 前 面 的 例子 里 ,正如 在 别 的 例子 里 一 样 , 所 讨论 
的 猜想 被 双重 地 证 明了 : 用 一 些 清晰 的 事实 ,以 及 一 个 "一般 的 局 
付 情 况 "。 据 我 看 前 一 种 证 明 , 用 一 些 清晰 事实 的 , 似乎 正好 在 这 
一 章 及 前 面 概述 过 的 模式 范围 内 : 类 比 与 所 证 明 的 结论 是 卓越 
的 , 单 是 合 情 结论 也 起 某 种 作用 ;从 两 个 非常 不 同 的 方面 得 到 支持 
是 至 关 重 要 的 . 例 12 ~ 19 就 总 体 而 言 似乎 是 典型 的 . 

在 例 13~17 所 提 到 的 猜想 里 没有 一 个 被 驳 倒 过 (至 少 到 现在 
为 止 )。 这 好 像 是 不 正常 的 。 然 而 ,在 此 我 没有 提 到 过 我 的 无 数 别 
的 狂想, 这 些 猜想 曾 在 几 分 钟 、 或 几 小 时 或 几 天 之 后 就 被 驳 倒 了 ; 


二 


这 种 短命 的 猜想 通常 很 决 就 被 忘记 了 。 当然 , 我 只 发 表 那 些 通过 
了 所 有 我 可 以 认为 是 明显 的 检验 及 至 少 曾 花费 我 比 几 个 月 时 间 还 
长 的 工作 的 猜想 ;这 些 是 最 坚挺 的 猜想 ,具有 最 大 的 生命 力 ， 所 谓 
典型 就 是 研究 你 想像 出 来 的 许多 狂想， 推翻 其 中 的 大 部 分 而 保留 
少数 几 个 。 
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第 十 四 章 ”机 会 ,永存 的 对 抗 猜 想 


…… 这 种 相合 只 不 过 是 一 种 偶然 性 事件 , 它 所 占 的 概率 远 远 小 于 
(1/2)® oo ， 因 此 这 种 相合 一 定 是 由 某 种 原因 引起 的 ， 一 旦 这 种 原 
因 被 我 们 找 出 以 后 ,就 可 以 对 已 观察 到 的 事实 作出 充分 的 解释 。 

一 一 G. 克 契 才 夫 2 (G、Kirchhoff)》 


5 1. 随机 大 量 现象 

日 常 谈话 要 用 到 “可 能 的 ”,“ 像 有 的 ”,“ 似 真 的 "和 “可 信 的 ”这 
些 词 ,它们 的 含义 并 不 都 是 可 以 截然 区 分 开 来 的 。 现 在 ,我 们 单 挑 
出 “可 能 的 ”一 词 并 且 我 们 知道 它 有 一 个 特殊 意义 ,我 们 把 这 个 词 
用 作 科学 的 一 个 分 支 的 技术 术语 ,这 分 支 称 为 “概率 论 ”?. 

这 理论 有 种 类 繁多 的 应 用 ,涉及 各 个 方面 , 因此 , 它 可 以 按 不 
同方 式 来 理解 , 也 可 以 用 不 同方 式 来 介绍 ， 有 些 作者 把 它 看 作 纯 
数学 理论 ,另外 一 些 则 把 它 看 作 一 种 逻辑 或 逻辑 的 一 个 分 支 ,还 有 
一 些 把 它 看 作 自 然 界 研究 的 一 部 分 。 各 种 观点 中 有 的 可 以 兼容 ， 
有 的 不 可 兼容 。 我们 必须 以 研究 其 中 一 种 开始 , 但 我 们 不 应 该 只 
限于 其 中 的 任何 一 种 。 在 下 一 章 我 们 要 稍微 改变 一 下 我 们 的 见 
解 ， 而 在 本 章 我 们 选择 在 大 量 的 应 用 里 是 最 方便 的 及 使 初学 者 能 
最 快 掌握 的 观点 ， 在 此 我 们 把 概率 论 看 作 自然 界 研究 的 一 部 分 、 
看 作 某 些 可 观察 到 的 现象 的 理论 ， 即 随机 大 量 现象 ? 的 理论 。 如 


果 我 们 把 这 些 现象 的 几 个 例子 作 一 番 比 较 就 能 十 分 清楚 地 领会 这 


1) < 科学院 论 文集 > (Abhandlungen der K. Akademie der Wissensehafien》, 
Berlin,，1861, 78~80 页 . 

2) 在 前 面 , 词 * 可 能 的 ”与 “概率 "往往 用 于 非 技术 意义 上 ， 但 在 本 章 及 下 一 章 将 小 
心 避 免 这 一 点 。 词 “ 像 有 的 ”及 “ 像 有 ”在 本 章 后 面 将 作为 技术 术语 .。 

3) 在 这 个 本 质点 及 别 的 几 点 上 ,目前 的 解释 是 遵照 李 查 德 * 冯 * 密 塞 斯 (Richard 
Yon Mises) 的 意见 ,虽然 它 越 出 了 他 的 数学 概率 定义 。 参阅 凶 的 书 < 概 率 , 统 计 
与 真理 » 《Probability, Statistics, and Truth.) 
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个 术语 的 含义 是 什么 。 

《1) 下 雨 。 下 十 是 一 种 大 量 现象 。 它 由 极 多 的 单个 事件 , 即 
极 多 的 雨滴 的 下 落 所 组 成 。 这 些 雨 滴 , 虽 然 彼 此 非常 相似 ,但 在 各 
方面 还 是 不 同 的 ， 大 小 , 沙 到 地 面 的 地 点 ,等 等 。 那 就 有 一 个 雨滴 
的 行为 问题 ,我们 适当 地 把 它 描述 为 “随机 的 "。 为 了 把 这 术语 的 
含义 弄 清楚 ,让 我 们 想像 一 个 实验 。 

当 开 始 下 雨 时 我 们 来 观察 铺路 石上 的 第 一 点 雨滴 。 我 们 观察 
一 个 大 广场 中 央 的 铺路 石 ， 它 离 建 筑 物 或 树 或 可 能 挡住 雨 的 任何 
东西 足够 远 。 我们 把 注意 力 集中 在 称 为 “右边 石 块 ” 与 “左边 石 块 ” 
的 两 块 石头 上 . 我 们 看 着 落 在 这 些 石 块 上 的 雨滴 并 记 下 它们 打 到 
石 块 上 的 次 序 .第 一 滴 落 在 左边 石 块 上 ,第 二 滴 落 在 右边 ;第 三 滴 
又 在 右边 ,第 四 滴 左 边 , 等 等 。 没 有 明显 的 规律 如 

LRRLLLRLRLRRLRR 

《R 表示 右 , 工 表 示 左 )。 这 连续 的 雨滴 是 没有 规律 的 。 事 实 上 , 观 
察 了 一 定数 量 的 雨滴 之 后 ,我 们 不 能 合理 地 预告 下 一 滴 会 落 在 哪 
个 方向 。 我们 作 了 上 面 15 个 记录 。 检查 一 下 ， 我 们 能 预告 第 16 
个 记录 会 是 RR 或 L? 显然 , 我 们 不 能 . 另 一 方面 ,连续 雨滴 又 有 点 
儿 规 律 。 事 实 上 , 我 们 能 自信 地 预告 雨 后 这 两 块 石头 会 一 样 湿 。 
那 就 是 说 打 在 每 块 石 块 上 的 雨滴 数 将 非常 接近 于 与 它 的 水 平面 积 
成 比例 。 没有 人 怀疑 这 点 , 气象 学 家 们 在 构造 雨量 计时 确实 认为 
这 是 真 的 。 可 是 有 一 点 是 莞 诞 无 称 的 。 我 们 能 预知 最 后 会 发 生 什 
么 ,但 我 们 不 能 预知 细节 .雨滴 是 一 种 典型 的 随机 大 量 现象 ,在 一 


登记 , .男孩 和 女孩 (B 和 G) 一 个 接 一 个 没有 明显 规律 ,如 
GBBGBGBBGGBBBGG 

虽然 我 们 不 能 预言 这 个 随机 序列 的 细节 ,但 是 我 们 却 能 预告 一 个 

最 后 结果 ， 这 结果 可 由 总 括 美国 一 年 内 所 有 这 种 记录 而 得 到 : 男 

孩 数 会 大 于 女孩 数 , 事实 上 , 这 两 个 数 的 比 接近 于 51.5:48.5， 美 
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国 一 年 的 出 生 数 约 为 3 百 万 。 在 此 找 们 有 一 个 相当 大 的 大 量 随机 
钢 象 . 

(3) 碰 运 气 游戏 。 我 们 重复 抛 一 个 硬币 。 记 下 每 次 它 显 示 哪 
一 面 ,“ 正 面 " 或 “反面 "(及 或 了 ). 我 们 得 到 如 此 一 个 没有 明显 规 
律 的 序列 ,如 


THHHTHTHHTHTHTT 

如 果 我 们 有 和 耐心 把 硬币 抛 它 几 百 次 ， 那 末 正 面 与 反面 的 确定 的 比 
率 就 显 出 来 了 , 即使 把 实验 再 做 下 去 , 那个 比率 也 不 会 改变 许多 。 
如 果 我 们 的 硬币 是 “不 偏重 的 ”， 最 终 正面 与 反面 之 比 应 该 是 50: 
50。 如 果 硬 币 是 偏重 的 , 就 会 看 到 某 个 别 的 比率 。 总 之 我 们 再 一 
次 看 到 一 种 随机 大 量 现象 的 特征 。 虽然 细节 不 可 预知 , 但 最 终 会 
显 出 不 变 的 比率 。 尽管 单个 事件 是 无 规律 性 的 , 但 总 有 某 种 总 体 
的 规律 性 ， 


$2. 概率 的 概念 


在 1943 年 内 美国 出 生 数 , 男 的 , 女 的 及 总 数 分 别 是 
1,506,959 1,427,901 2,934,860, 


我 们 称 
1,506,959 ” 男 出 生 频 数 ， 
1,427,901 ” 女 出 生 频 数 。 
称 
1,506,959 _ 0 5135 
2,934,860 
为 男 出 生 相对 频率 及 


15427,901 _ 0 4865 
2,934,860 


为 女 出 生 相 对 频率 。 一 般 说 来 , 如 果 某 一 类 事件 发 生 * 次 中 的 mm 
次 ,我 们 称 m 为 那 类 事件 的 发 生 频 数 而 m/n 是 它 的 相对 频率 。 

让 我 们 来 想像 一 下 ,全 美国 的 一 整 年 出 生 是 连续 登记 的 (正如 
前 面 一 节 我 们 提 到 过 的 在 医院 里 那样 )。 如 果 我 们 看 着 男 与 女 出 
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生 序列 ,在 我 们 面前 几乎 就 有 3 百 万 个 极 长 的 一 列 记录 ,如 
GBBGBGBBGGBBBGSG. 


正如 大 量 现象 所 表明 的 ,在 观察 的 每 一 阶段 我 们 有 一 个 确定 的 男 
出 生 频数 ,也 有 一 个 确定 的 相对 频率 . 在 1, 2, 3,… 个 观察 之 后 ， 
我 们 记 下 直到 找 着 的 那 点 的 频数 与 相对 频率 : 


观察 ”事件 
1 G 
2 B 
EE B 
4 G 
5 B 
6 G 
7 B 
8 B 
9 G 
10 G 
11 B 
12 B 
13 B 
14 G 
15 G 


8B 的 频数 


mo oN Ww NN- oo 


相对 频率 
0/1=0.000 
1/2=0.500 
2/3=0.667 
2/4=0.500 
3/5=0.600 
3/6=0.500 
4/7=0.571 
5/8=0.625 
5/9=0.556 
5/10=0.500 
6/11=0.545 
7/12=0.583 
8/13=0.615 
8/14=0.571 
8/15=0.533 


就 我 们 所 列 出 的 表 上 看 ,相对 频率 摆动 得 很 厉害 (在 0.000 与 
0.667 范围 内 )。 然 而 在 此 处 我 们 只 有 很 少 的 观察 次 数 。 当 我 们 的 
观察 次 数 越 来 越 增 加 时 ,相对 频率 的 摆动 将 变 得 越 来 越 不 厉害 , 同 
时 我 们 能 有 信心 期 望 它 终归 会 在 它 的 最 终 值 0.5135 周围 摆动 得 
非常 小 。 陆 着 观 察 次 数 的 增加 ， 相 对 频率 逐 浙 显得 者 于 一 个 不定 
的 最 终 什 ， 而 不 管 细节 的 所 有 不 可 区 知 的 无 规律 星 ， 最 从 产生 一 
个 稳定 的 相对 频率 这 种 行为 是 典型 的 随机 大 量 现 象 . 

这 种 现象 的 任何 理论 的 重要 目标 必须 是 预告 最 终 稳定 相对 频 


来 或 长 时 期 相对 频率 。 我 们 必须 考虑 长 时 期 相对 舌 率 的 洗 论 俱 并 
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将 称 这 理论 值 为 概率 . 


确 有 个 白 球 。 我 们 用 这 种 简单 装置 产生 一 种 随机 大 量 现象 ， 我 
们 取出 一 个 球 来 ,看 一 看 它 的 颜色 ,如 果 是 白 的 就 写 W , 如 果 球 有 
别 的 颜色 就 写 D。 再 把 刚才 摸 出 来 的 球 放 回 袋子 里 ， 在 袋子 里 把 
球 搅和 一 下 ， 然 后 再 取出 一 个 来 并 记 下 这 第 二 个 球 的 颜色 ,Ww 或 
D. 如 此 继续 下 去 .我 们 得 到 一 个 类 似 于 在 $ 1 所 考虑 过 的 随机 
序列 : 
WDDDWDDWWDDDWwWwWD. 

白 球 的 长 时 期 相对 频率 是 多 少 ? 

让 我 们 来 讨论 一 种 情况 ,其 中 我 们 能 合理 地 预测 所 求 的 概率 ， 
假定 球 是 均匀 的 ,都 是 精确 的 球形 ,由 同一 种 材料 所 做 成 并 有 相同 
的 半径 。 它们 的 表面 足够 光滑 , 球 的 不 同 颜色 影响 其 力学 特性 即 
使 有 也 是 微 平 其 微 的 ， 摸 球 的 人 被 蒙 住 眼睛 或 用 别 的 办 法 不 让 他 
看 见 球 。 线 子 里 的 球 的 位 置 从 一 处 挪 到 另 一 处 不 断 变 化 , 无 法 控 
制 , 是 不 能 预知 的 。 可 是 处 于 完全 控制 之 下 的 不 变 的 情况 是 ， 球 
都 有 相同 的 形状 , 大 小 和 重量 ; 对 摸 球 的 人 来 说 , 它们 是 不 能 区 别 
的 . 

在 这 种 情况 之 下 ， 我 们 可 以 想到 没有 理由 为 什么 一 定 应 该 拿 
这 个 球 而 不 拿 那个 球 , 并 且 自 然 期 待 , 最 终 , 每 个 球 被 摸 到 的 次 数 
会 大 体 相等 .我们 说 我 们 有 耐性 摸 它 10,000 次 , 那 末 我 们 应 该 期 
待 个 球 中 的 每 一 个 将 出 现 大 约 

10,000 

Ts 
这 里 共有 f 个 白 球 ， 因 此 , 摸 10,000 次 中 间 , 我 们 希望 得 到 白 的 

10,000 f 
fp = 10,000 挛 次 

这 是 白 球 的 期 待 频数 。 为 了 得 到 相对 频率 , 我 们 必须 用 观察 或 摸 
的 次 数 , 即 用 10,000 去 除 频 数 。 如 此 我 们 得 到 陈述 : 在 长 期 的 试 
验 中 , 白 球 的 相对 频率 ,或 概率 是 f/p。 
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选用 字母 了 与 ? 是 沿袭 概率 论 英 文 传统 的 表达 方式 ， 当 我 们 
取 个 球 中 的 一 个 时 ,我 们 是 在 选择 p 种 可 能 情况 的 一 种 。 由 于 
?个 球 的 各 个 条 件 都 是 相同 的 ， 因 而 我 摸 到 这 个 或 那个 球 的 概率 
也 是 相等 的 .如果 我 们 希望 摸 到 的 是 白 球 (例如 ,如 果 我 们 正 拿 白 
球 打赌 ) ,那么 f 个 白 球 对 我 们 而 言 就 看 作 是 有 利 情 况 。 因 此 我 们 
能 把 概率 1/P 描述 为 辱 利 情况 数 与 可 能 情况 数 之 比 . 
从 袋子 里 摸 出 一 个 球 ,再 把 球 放 回 袋子 里 去 , 摇 一 摇 袋 子 , 再 
摸 另 一 个 球 ,重复 它 次 似乎 是 一 桩 傻 里 僵 气 的 事情 .我 们 把 时 间 
用 于 研究 这 种 幼稚 的 游戏 是 浪费 吗 ?我 不 认为 是 这 样 的 。 按 所 描 
述 的 方法 处 理 袋子 与 球 就 产生 一 种 特别 简单 的 看 得 见 和 摸 得 着 的 
随机 大 量 现象 。 从 最 简单 最 明了 腑 的 特例 开始 广义 化 是 很 自然 的 ， 
动力 学 科学 的 产生 是 在 伯 利 咯 研究 重 物体 下 沙 的 时 候 ， 概 率 科学 
的 产生 是 在 费 马 与 帕斯卡 开始 研究 磁 运 气 游戏 的 时 候 ,这 种 游戏 
要 靠 掷 一 个 仍 子 ,或 从 一 副 纸 牌 里 摸 出 一 张 来 ,或 从 袋子 里 摸 出 一 
个 球 来 决定 。 动 力学 的 基本 概念 与 定律 能 从 简单 的 落体 现象 中 引 
出 来 .为 领会 概率 的 基本 概念 我 们 用 到 袋子 和 球 . 
《2) 下 雨 。 现在 回 到 $1. 中 的 


随机 大 量 现 象 .地 平面 面积 为 P, 这 

C2 个 面 的 某 一 部 分 面积 为 F; 见 图 

14.1。 我 们 观察 落 在 这 面积 P 上 的 

P 雨滴 ， 同 时 我 们 也 对 落 在 子 面积 F 

上 的 雨滴 的 频率 感 兴趣 。 我们 想 立 

即 预告 长 时 期 相对 频率 : 整 块 面积 

上 的 总 雨量 落 到 子 面积 上 的 部 分 将 非常 接近 F/P, 如 果 雨 不 是 很 

少 几 滴 的 话 。 换言之 , 打 在 面积 为 P 的 地 面 上 的 雨滴 也 可 能 打 中 

面积 为 的 那 部 分 地 面 的 概率 是 F/P， 如 果 我 们 把 下 十 理想 化 并 

把 一 滴 雨 看 作 一 个 几何 点 ， 我 们 也 能 说 ; 一 个 落 进 面 积 P 的 点 子 
也 可 能 落 进 子 面积 F 的 概率 是 F/P. 

在 上 而 的 陈述 中 我 们 把 面积 P 的 每 点 当 作 一 种 可 能 情况 ， 同 

时 把 子 面积 的 每 点 当 作 一 种 有 利 情况 . 同 可 能 情况 数 一 样 ,有 利 情 
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图 14.1 由 十 滴定 义 的 概率 


况 数 也 是 无 穷 大 ,而 且 谈论 无 穷 数 的 比 是 不 会 有 意义 的 ， 然 而 ,我 
们 可 以 把 一 个 面 的 面积 看 作 是 对 包含 在 此 而 内 的 多 个 点 的 测度 . 
应 用 这 个 术语 , 我 们 能 把 概率 F/P 描述 为 有 利 情况 的 测度 与 可 能 
情况 的 测度 之 比 . 


$ 3 用 袋子 和 球 


在 研究 静 力 学 基本 原理 时 , 拉 格 朗 日 《Lagrange) 普 用 适当 的 
滑轮 系统 代替 任意 力 系统 。 根据 拉 格 衣 日 理论 (此 处 不 需要 其 详 
情 2) ,任何 平衡 状态 应 看 作 是 把 各 滑轮 矫正 到 平衡 了 的 适当 组 合 。 
概率 计算 能 按 类 似 方 法 估计 ;事实 上 ,这 门 科学 的 早期 历史 提出 了 
这 种 观点 。 由 这 种 观点 看 来 , 任何 概率 问题 好 像 可 以 与 一 个 装 球 
的 袋子 的 适当 问题 相 比 拟 ， 而 任何 随机 大 晤 现象 在 某 些 本 质 方面 
看 作 类 似 于 从 一 组 适当 组 合 的 袋子 中 连续 取 球 。 让 我 们 用 几 个 简 
单 例 子 来 解释 这 点 。 

《1) 代替 都 一 个 均匀 硬币 ， 我 们 可 以 从 一 个 只 装 两 个 球 的 袋 
子 里 摸 一 个 球 , 给 其 中 之 一 作 一 个 记号 五 而 另 一 个 作 记号 了 (正面 
与 反面 )。 代 替 搓 一 个 不 偏重 的 到 子 ,我 们 可 以 从 一 个 恰好 装 六 个 
球 的 袋子 里 摸 一 个 球 ， 分 别 给 球 标 上 1, 2, 3, 4, 5 或 6 个 点 子 作 
记号 .代替 从 一 副 纸牌 中 摸 出 一 张 ,我 们 可 以 从 一 个 装 52 个 球 的 
袋子 里 摸 一 个 球 , 给 球 标 上 适当 的 记号 。 以 适当 的 方法 用 装 球 的 
袋子 代替 硬币 , 散 子 , 纸牌 和 其 他 类 似 的 东西 似乎 是 直观 清楚 的 ， 
我 们 没有 改变 普通 磁 运 气 游戏 的 那 种 成 败 机 会 。 至 少 , 我 们 没有 
改变 这 些 游戏 的 那个 理想 化 方法 的 机 会 ， 在 这 种 方法 里 所 用 的 东 
西 (硬币 , 般 子 ,等 等 ) 应 该 是 完全 对 称 的 ,一 致 的 , 某 些 基本 机 会 完 
全 是 同等 的 。 

(2) 希望 研究 新 生 婴 儿 中 男孩 与 女孩 的 分 布 的 随机 性 ,我 们 
可 以 从 装 有 515 个 标 有 记号 B，485 个 标 有 记号 G 的 1.000 个 球 
的 袋子 里 连续 摸 取 来 模拟 真实 的 大 量 现象 。 当然 , 这 种 模拟 是 理 


1) 见 E. 马赫 ，< 力 学 *《E. Mach,，Die Mecchanik)，59^62 页 ， 
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论 的 , 并 且 正 如 每 一 种 理论 非 这 样 不 可 , 它 是 试验 性 的 和 近似 的 。 
然而 妙 在 袋子 和 球 能 使 我 们 明确 地 表达 理论 . 

(3》 气象 学 家 连续 登记 某 个 地 区 的 雨天 和 无 雨天 。 他 的 观察 
似乎 证 明 , 从 整体 来 看 ,每 天 倾向 于 与 前 一 天 相似 : 无 雨天 接 上 无 
雨天 似乎 要 比 接 上 雨天 更 容易 ,类似 地 ,雨天 接 上 雨天 似乎 比 接 上 
无 雨天 更 容易 。 当 然 ,可 靠 的 规律 只 是 在 一 长 串 观 察 中 显示 出 来 ; 
细节 是 无 规律 的 ,似乎 是 随机 的 

气象 学 家 会 希望 更 清楚 地 表达 刚才 概述 的 他 的 想法 .如 果 他 
希望 借助 于 概率 去 清楚 地 表达 理论 , 他 可 以 考虑 用 三 个 绕 子 。 每 
个 绕 子 装 上 相同 数量 的 球 ， 警 如 说 是 1,000 个 吧 。 其 中 一 些 是 白 
的 ,其 它 是 黑 的 ( 白 的 表示 无 雨 , 黑 的 表示 有 雨 )， 然 而 在 各 贷 子 之 
间 有 重要 区 别 。 每 个 袋子 标 有 一 个 使 摸 球 的 人 容易 看 见 的 记号 、 
一 个 袋子 标 上 “开始 ”, 另 一 个 标 上 “ 继 白 的 之 后 ”, 而 第 三 个 标 上 
“ 继 黑 的 之 后 ”。 在 各 袋子 里 不 同 额 色 的 球 的 比例 是 不 同 的。 在 每 
个 袋子 里 白 球 与 黑 球 的 比例 近似 于 不 同情 况 中 观察 到 的 无 雨天 与 
雨天 的 比例 。 在 标 有 “开始 ”的 袋子 里 比例 是 全 年 无 雨天 与 雨天 的 
比例 ， 在 标 有 ” 继 白 的 之 后 "袋子 里 比例 是 无 雨天 与 一 个 继 无 雨天 
之 后 的 雨天 的 比例 。 而 在 标 有 “ 继 黑 的 之 后 ”袋子 里 比例 是 无 雨 
天 与 一 个 继 雨 天 之 后 的 雨天 的 比例 。 因此 ,“ 继 白 的 之 后 ”袋子 装 
的 白 球 比 “ 继 黑 的 之 后 ”袋子 里 的 多 . 连续 地 从 袋子 里 把 球 摸 出 
来 ,看 一 看 每 个 球 的 颜色 ,再 把 它们 放 回 原来 的 袋子 里 ,. “开始 " 袋 
子 只 用 一 次 , 摸 第 一 个 球 .。 如 果 第 一 个 球 是 白 的 , 就 从 “ 继 白 的 之 
后 "袋子 里 摸 第 二 个 球 , 但 是 倘若 第 一 个 球 是 黑 的 , 第 二 个 球 就 从 
“ 继 黑 的 之 后 "袋子 里 摸 ,如 此 等 等 , 刚 摸 出 来 的 球 的 颜色 决定 下 一 
个 球 该 去 哪个 袋子 里 摸 . 

正 是 这 个 在 被 描述 的 情形 中 连续 摸 白 球 与 黑 球 的 理论 相当 近 
似 地 模仿 无 雨天 与 雨天 的 连续 .然而 ,从 表面 上 看 ,这 理论 并 不 显 
得 不 恰当 。 无论 如 何 , 这 种 理论 ,或 者 其 他 类 似 的 理论 应 该 和 观察 
结果 相近 似 。 

《4) 找 出 随便 哪 篇 英文 文章 (如 果 你 愿意 ,就 从 莎士比亚 作品 
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里 找 ) 同 时 用 了 去 蔡 换 每 个 a, ec, :，o ,wy 字母 ,而 用 C 去 替换 剩 
下 的 20 个 字母 . (P 的 意思 是 元 音字 母 ,C 的 意思 是 辅音 字母 .) 你 
得 到 一 个 样本 如 
cvVcecvvceccvcecvcevec 

这 个 没有 规律 的 序列 在 某 种 程度 上 同 前 面 (3) 段 所 讨论 的 序列 正 
好 相反 : 前 例 中 每 一 天 倾向 于 同 前 一 天 一 样 。 但 此 例 中 每 个 字母 
倾向 于 同 前 一 个 字母 不 一 样 . 还 有 , 我 们 可 以 用 连续 地 从 标 有 与 
前 (在 (3) 段 中 ) 相 同 记号 的 三 个 袋子 里 摸黑 球 与 白 球 的 办 法 仿造 
元 音 与 辅音 序列 ,然而 白 球 与 黑 球 的 比例 不 应 该 同 前 面 一 样 . 为 
了 避 真 地 仿造 元 音 与 辅音 序列 ,“ 继 白 的 之 后 ”袋子 里 装 的 白 球 必 
须 比 " 继 黑 的 之 后 "袋子 里 的 少 。 

(5) 有 两 个 袋子 。 第 一 个 袋子 里 装 个 球 ,其 中 有 f 个 白 球 。 
第 二 个 袋子 里 装 P 个 薄片 筹码 ,其 中 有 F 个 白 筹码 .我 用 两 只 手 
同时 往 两 个 线 子 里 摸 ,左手 摸 一 个 球 ,右手 摸 一 个 筹码 。 知 道 球 和 
筹码 都 是 白 的 概率 是 多 少 ? 

当然 ,我 们 可 以 把 这 种 幼稚 的 试验 重复 它 足够 多 次 ,也 许 一 千 
次 吧 , 因而 得 到 一 个 所 要 求 的 概率 近似 值 。 可 是 我 们 也 能 试 着 估 
计 它 ,并 且 那 更 有 趣 . 

两 个 同时 摸 的 结果 是 由 一 个 球 和 一 个 筹码 组 成 的 “一 对 >。 有 
?个 球 和 P 个 筹码 ， 由 于 随便 哪个 球 能 和 随便 哪个 筹码 配 成 对 ， 
就 有 pP 个 可 能 的 对 ; 把 它们 列 在 图 14.2 内 ， 那 里 p 一 5, /一 2， 
?一 4, 一 3. 没有 理由 只 要 个 球 的 某 一 个 而 不 要 别 的 那个 ， 
或 者 只 要 P 个 筹码 中 的 某 一 个 而 不 要 别 的 那个 。 似 乎 是 没有 理由 
只 要 加 对 的 某 一 对 而 不 要 别 的 那 对 .事实 上 ,在 用 两 个 袋子 做 试 
验 的 时 候 , 我 应 该 随机 地 乱 摸 一 气 ,那样 每 只 手 摸 到 的 就 与 另 一 只 
手 摸 到 的 无 关 .“ 别 让 你 的 左手 知道 你 的 右手 在 干什么 .” 我 用 左 
手 摸 球 的 机 会 要 受用 右手 摸 筹码 的 影响 , 这 似乎 是 不 可 信和 的 。 为 
什么 第 一 个 筹码 必须 比 第 二 个 筹码 更 能 吸引 第 一 个 球 昵 ? 

所 以 ,我 们 能 想像 一 个 装 有 加 个 机 械 特性 无 法 区 别 的 物件 的 
袋子 (每 个 物件 是 一 对 ,一 个 球 与 一 个 筹码 相连 ); 一 只 手 往 这 一 个 


67. 


多 名 名 各 


图 14.2 独立 事件 
绕 子 里 去 摸 与 一 开头 描述 的 两 只 手 同时 往 两 个 钱 子 里 去 摸 好 像 是 
等 价 的 ， 我们 有 那 pP 种 可 能 情况 ; 剩 下 的 是 找 有 利 情况 数 。 一 看 
图 14.2 就 知道 由 一 个 白 球 与 一 个 白 筹 码 所 组 成 的 有 fF 对 。 所 以 
我 们 得 到 所 求 的 概率 值 ， 它 是 
IE ft.P 
pe ?tr P 
两 个 概率 的 积 。 事实 上 , f/p 是 从 第 一 个 袋子 里 摸 出 一 个 白 球 的 
概率 , 而 F/P 是 从 第 二 个 袋子 里 摸 出 一 个 白 筹码 的 概率 . 
关于 球 与 筹码 的 本 质 的 一 点 是 摸 一 个 并 不 影响 摸 另 一 个 的 机 
会 . 按 概率 演算 的 一 般 术 语 来 说 ,这 种 事件 被 称 为 彼此 独立 ;两 个 
事件 的 连接 事件 被 看 作 一 个 组 合 事件 .前 面 想法 诱导 出 一 条 规 


4 4. 概率 演算 ， 统 计 假设 


正如 我 们 看 到 的 ,概率 论 是 自然 界 研究 的 一 部 分 ,是 随机 大 量 
现象 理论 ， 

物理 科学 的 最 惊人 成 就 是 能 事先 进行 预报 ， 天 文学 家 精确 地 
预报 日 蚀 与 月 蚀 , 行 星 的 位 置 ,逃避 开 人 们 的 观察 有 好 几 年 之 久 的 
过 星 的 返回 ， 一 位 伟大 的 天 文学 家 ( 勤 韦 里 埃 (Leverrier)) 甚至 成 
功 地 预测 了 一 颗 行 星 (海王 星 ) 的 位 置 ， 而 在 此 之 前 这 栖 行 星 的 确 
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切 存在 是 人 们 所 不 知道 的 。 概率 论 能 从 具有 一 定数 量 的 、 其 中 包 
括 有 某 些 成 功 数量 的 现象 中 预报 出 它们 的 各 自 频率 

天 文学 家 们 把 他 们 的 预报 建立 在 以 前 的 观察 ,在 力学 定律 , 即 
引力 定律 及 元 长 而 困难 的 计算 的 基础 上 ， 物 理科 学 的 任何 一 个 分 
支 把 它 的 预报 建立 在 某 种 理论 或 可 以 说 是 某 种 猜想 的 基础 上 。 由 
于 没有 一 种 理论 是 确实 的 ,因而 每 种 理论 是 多 少 有 点 合理 的 ,多 少 
值得 支持 的 狂想。 为 了 试图 由 概率 论 预报 某 种 随机 大 量 现象 的 频 
率 , 我们 必须 做 关于 现象 的 某 种 理论 假设 。 这 种 必须 借助 于 概率 
概念 表达 的 假设 被 称 为 统计 假设 . 

当 我 们 应 用 梳 率 论 时 ,必须 计算 概率 ( 乃 是 相对 频率 的 理论 上 
的 近似 值 )。 当 我 们 试图 求 概率 时 ,我 们 得 解 一 个 问题 ， 这 个 问题 
的 未 知 量 是 所 要 求 的 概率 。 然 而 ,为 了 确定 这 个 未 知 量 , 我 们 需要 
数据 与 问题 的 条 件 。 这 些 数据 通常 是 实 率 , 而 未 知 概率 与 给 定 梳 
率 的 关系 所 依赖 的 条 件 构成 统计 假设 。 

由 于 在 概率 论 的 应 用 中 概率 计算 扮演 一 个 突出 的 角色 ， 这 种 
理论 通常 被 称 作 概率 演算 ， 那 打 ， 概率 演算 的 目的 在 于 计算 以 给 
定 概率 与 给 定 统 计 候 设 为 基础 的 新 概率 . 

希望 精心 读 这 一 章 余下 部 分 的 读者 必须 或 者 懂得 概率 演算 原 
理 ,或 者 承认 由 这 些 原理 所 导出 的 某 些 结果 ， 多 数 情形 ,正文 将 只 
氢 述 这 些 结果 而 不 予 推导 ;推导 将 在 后 面 给 出 , 即 在 这 章 后 头 练习 
与 注释 的 第 一 部 分 及 相应 的 题解 之 中 给 出 可 是 即使 读者 不 检验 
结果 的 推导 , 他 也 应 当 能 看 懂 下 面 理论 上 的 假设 。 我 们 能 把 这 种 
假设 弄 得 直观 易 懂 :正如 前 面 $ 3. 所 讲 过 的 在 适当 的 条 件 下 考查 
从 装 得 相当 满 的 袋子 里 摸 取 的 一 样 , 我 们 用 以 比拟 随机 大 量 现象 

概率 演算 的 应 用 有 无 穷 多 种 。 这 章 的 后 面 几 节 试图 用 相当 初 
等 的 例子 来 解释 应 用 的 主要 类 型 。 重点 放 在 这 些 应 用 的 动机 上 ， 
亦 即 郑重 于 有 关 合理 方法 选择 上 的 一 些 最 基本 的 考虑 。 


$ 5. 频率 的 简单 预告 
概率 演算 在 其 历史 的 一 开头 ， 本 质 上 就 是 一 种 磁 运 气 游戏 的 
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理论 。 可 是 直到 现代 , 这 种 理论 的 预报 在 实验 上 并 没有 在 大 范围 
试 过 ， 我 们 就 以 讨论 这 类 实验 开始 吧 . 

(1) 威 尔 顿 (W. F. R. Weldon) 曾 把 12 粒 般 子 掷 了 26,306 
次 , 记 下 了 每 次 这 12 粒 仙 子 中 多 少 粒 出 现 多 于 4 点 2。 这 个 观察 
结果 列 在 表 1 第 (4) 列 内 ; (1) 列表 示 在 12 粒 仙 子 中 间 出 现 5 或 
6 点 的 盆子 数目 . 用 这 种 方法 统计 的 结果 表明 , 在 26,306 次 试验 
中 ,所 有 12 粒 艇 子 都 出 现 多 于 4 点 的 情况 一 次 也 未 曾 发 生 过 .最 
经 常 的 情况 是 12 粒 盆子 当中 有 4 粒 显 出 5 或 6 点 ; 这 磁 到 过 
6,114 次 。 


表 1 
(1) (3) (49) 5) (6) 
5 或 6 的 数目 观察 超过 荆 
0 185 +2 
1 1216 1149 1146 —3 
2 3345 3265 3215 -50 
3 5475 -10 
4 +115 
当 —79 
6 一 24 
7 -1 
8 +21 
从 -9 
10 3 


26,306 


26,306 26,306 


理论 怎样 能 预报 像 列 在 表 I(4) 列 的 观察 数 呢 ? 如 果 我 们 假 
定 散 子 是 “公平 的 并且 用 不 同 般 子 ， 或 在 不 同 次 中 用 同一 粒 仍 子 
做 的 试 骆 是 彼此 独立 的 , 我 们 就 能 计算 出 有 关 的 概率 在 我 们 的 
假设 之 下 (当然 被 称 作 “ 统 计 假设 ”) 12 粒 般 子 中 正好 4 粒 必须 显 


1) < 哲学 杂志 > 《Philosophical Magazine) 第 5 辑 ，50 卷 ，1900、167~169 页 ; 
在 卡尔 . 皮尔 逊 (Kart Pearson)》 的 论文 里 
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示 5 或 6 点 的 概率 是 


1V/2\ _ 126,720 
上 二) (2) 531,441* 
现在 , 按 定义 ,概率 是 长 时 期 相对 频率 的 理论 值 ， 如 果 概 率 为 P 的 


事件 本 身 在 x# 次 试验 中 出 现 m 次 ,显然 有 
工 一 P 近似 地 ， 
或 7 一 Pp 近似 地 . 
因此 ,我们 可 以 期 望 在 x 一 26,306 次 试验 之 中 , 掷 出 的 12 粒 般 子 


中 正好 有 4 粒 会 出 现 5 或 6 点 大 概 有 


126,720 
531,441 


例 . (注意 ,我 们 能 在 试验 开始 前 算出 这 个 数 6,273.) 现 在 ,这 个 预 
报 值 6,273 似乎 与 观察 数 6, 114 相差 得 并 不 “ 太 远 ”, 所 以 我 们 对 
概率 论 的 实用 性 的 第 一 个 印象 会 是 十 分 良好 的 . 

数 6.273 被 列 在 表 I(3) 列 的 适当 位 置 上 , 在 (1) 列 数 4 的 同 
一 行 里 . (3) 列 的 所 有 数 都 是 用 类 似 方法 计算 出 来 的 。 为 了 更 方 
便 地 把 (3) 列 的 预报 数 同 (4) 列 的 观察 数 相 比 较 ， 我 们 在 〈27 列 
中 列 出 它们 的 差 (预报 值 减 观察 值 )， 把 它们 的 意思 记 在 心 上 , 我 
们 通 观 (2) ,《3) 与 (4) 列 .。 试验 与 理论 的 一 致 性 令 人 满意 吗 ? 观 
察 值 充分 地 接近 预报 值 吗 ? 

显然 , (3) 列 与 (4) 列 之 间 有 某 种 一 致 性 .两 列 数 总 的 方面 
是 相同 的 : 在 同一 点 (在 同一 行 里 ) 达 到 最 大 值 并 且 两 列 中 的 数 完 
全 一 样 , 先是 增 大 到 最 大 然后 稳定 地 减 小 到 零 . 在 多 数 情况 里 观 
察 值 偏离 预报 值 相对 来 说 显得 是 小 的 ; 一 看 就 知道 一 致 性 十 分 良 
好 、 然 而 , 在 另 一 方面 , 试验 次 数 26,306 看 来 是 非常 之 大 了 .由 
这 样 大 量 试验 的 观点 来 看 偏差 是 足够 小 了 吗 ? 

这 似乎 是 不 错 的 问题 。 然而 我 们 不 能 马上 回答 它 ; 在 我 们 再 
懂得 多 一 点 之 前 还 是 把 它 搁置 起 来 为 好 ; 夏 $7 (3) 段 .然而 没有 
任何 专门 知识 ,就 用 一 点 儿 常 识 , 我 们 完全 能 从 表 1 引出 鲜明 的 结 
论 . 关于 (3) 与 (4) 列 物理 学 家 可 能 容易 注意 到 下 面 一 点 ， 差 被 
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PP 一 X 26,306 一 6,273 


列 在 (2) 列 , 这 些 差 中 的 一 些 是 正 的 , 另 一 些 是 负 的 .如 果 这 些 差 
是 随机 分 布 的 , 那 末 十 、 一 号 应 该 是 无 规律 地 挨 合 起 来 的 . 然而， 
事实 上 十 、 一 号 明显 地 被 分 开 了 : 直到 某 点 为 止 理 论 值 偏 大 , 从 
这 点 再 往 后 它 又 偏 小 。 在 这 种 情况 里 , 物理 学 家 称 之 为 理论 与 试 
验 的 系统 偏差 并 且 他 把 这 系统 偏差 看 作 理 论 的 重大 缺陷 . 

所 以 在 概率 论 与 起 初 看 来 是 十 分 好 的 威 尔 顿 的 观察 之 间 的 一 
致 性 ,渐渐 像 是 很 不 好 了 . 

(2) 然而 谁 应 该 对 系统 偏差 负责 9 理论 值 是 按照 建立 在 某 种 
假设 , 即 “统计 假设 ”基础 上 的 概率 演算 规则 算出 来 的 。 我 们 不 能 
责怪 演算 规则 ;罪过 可 能 归 因 于 统计 假设 . 事实 上 ,这 个 统计 假设 
有 个 弱点 : 我 们 假定 了 试验 中 所 用 的 货 子 是 “公平 的 "， 当 绅士 玩 
仇 子 赌博 时 ,他们 必须 假定 仍 子 是 公平 的 ,但 对 博物 学 家 来 说 那样 
一 种 假设 是 毫 无 道理 的 . 

事实 上 , 让 我 们 来 考察 物理 学 家 的 例子 . 伽利略 发 现 了 落体 
定律 ,今天 我 们 用 常用 符号 写成 方程 : 

s= gt/2, 

* 表示 空间 ( 工 离 )，* 表示 时 间 . 更 精确 地 ,伽利略 发 现 了 “对 
的 依赖 形式 : 距离 与 时 间 * 的 平方 成 比例 .可 是 他 没有 做 出 关于 
成 为 比例 因子 常数 8 的 理论 上 的 预报 ; 可 以 用 实验 方法 找 出 8 的 
适当 值 。 在 这 方面 ,正如 在 许多 其 他 方面 一 样 , 自 然 科学 是 遵照 件 
利 略 的 例子 的 ;从 无 数 例证 中 ， 理 论 提供 了 自然 法 则 的 一 般 形 式 ， 
而 法 则 的 数学 表达 式 中 的 常数 值 则 必须 用 实验 方法 来 确定 .在 我 
们 的 例子 里 也 是 用 这 种 方法 . 

如 果 般 子 是 “公平 的 ”，6 个 面 之 中 没有 哪 一 个 面 比 其 他 各 面 
更 特别 一 点 ,于 是 掷 5 或 6 点 的 概率 是 

2 二 


6 3 

如 果 山 子 是 不 公平 的 。 则 掷 5 或 6 点 的 某 一 概率 可 以 是 不 同 于 

1/3 的 请 《可 是 用 普通 仍 子 并 不 十 分 不 同 .不 然 我 们 必须 把 般 子 

看 作 容易 固 出 6 点 的 “ 铅 心 散 子 ”.) 我 们 把 取 作 由 实验 确定 了 的 
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常数， 那么 现在 ， 我 们 修改 原先 的 统计 假设 : 我 们 候 罕 所 有 12 
单 而 且 相当 任意 的 公设 . 我 们 不 能 相信 它 确 实 是 真 的; 我 们 只 能 
希望 它 不 至 于 太 不 真实 。 实际 上 仍 子 精确 地 均匀 是 不 可 能 的 , 但 
是 它们 可 以 只 是 稍微 有 所 不 同 . ) 我 们 让 前 面 的 统计 假设 的 其 他 部 
分 保持 不 变 ( 不 同 的 仙子 与 不 同 的 试验 被 看 作 是 独立 的 ). 

在 这 个 新 统计 假设 基础 上 我 们 能 把 对 应 于 列 在 表 I(47 列 的 
观察 值 的 理论 值 再 定 出 来 。 例如 ， 对 应 于 观察 数 6,114 的 理论 值 
是 

495z4(] 一 户 )826,306， 
它 由 ?来 定 ,同时 对 应 于 (4) 列 的 其 他 数 的 理论 值 也 由 来 定 . 

. 剩 下 来 的 是 由 试验 来 确定 我 们 正在 审定 的 p。 我 们 不 能 希望 
由 实验 方法 能 很 精确 地 确定 p， 而 只 能 以 某 个 适当 的 近似 程度 确 
定 p. 如 果 我 们 暂时 改变 立 脚 点 而 把 掷 单个 珊 子 作为 试验 ,做 了 

12X26,306 一 315,672 
次 试验 ; 这 是 一 个 非常 大 的 数 . “5 或 6 点 ”事件 的 频率 能 容易 地 
由 表 1(4) 列 导 出 我们 找 着 作为 相对 频率 值 
106,602 
315,672 
我 们 把 由 非常 多 次 试验 所 得 的 相对 频率 当 作 ” 值 ，( 我 们 假定 那 
样 一 个 ? 值 略 高 于 1/3.》 

只 要 ?一 经 选 定 ， 我 们 就 能 算出 对 应 于 观察 频率 的 理论 值 . 
这 些 理论 值 列 于 表 I(5) 列 。 那 末 (3) 与 (5) 列 给 出 对 应 于 同一 
个 观察 值 ,但 在 不 同 的 统计 假设 之 下 算出 来 的 理论 值 。 事实 上 ,两 
种 统计 假设 只 是 p 取 值 不 同 ; (3) 列 用 p 一 1/3, (5) 列 用 稍 高 于 
由 观察 得 来 的 值 ，《〈(3) 列 可 以 在 观察 之 前 算出 , 但 对 (5) 列 不 
能 .) (5) 列 与 (4) 列 对 应 项 之 闻 的 差 列 于 (6) 列 。 

还 有 一 点 疑问 是 (5) 列 的 理论 值 适合 观察 值 要 比 (3) 列 的 那 
些 值 好 得 多 ， 在 绝对 值 上 ,《6) 列 的 差 , 只 有 一 个 例外 , 其 余 都 小 
于 或 等 于 (2) 列 的 差 ( 只 有 三 种 情况 是 等 于 ,多 数 情况 是 小 得 多 )。 
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= 0.3376986; 


与 (2) 列 相反 ,在 (6) 列 里 十 ,一 号 是 摊 合 在 一 起 的 ,因此 没有 理 
由 怀疑 出 现 (5) 列 的 理论 值 与 (4) 列 的 实验 数据 之 间 的 那 种 系统 
偏差 . 

《3) 由 前 面 例 子 判 断 ， 概 率 论 似乎 十 分 适合 于 所 描述 的 像 散 
子 那 样 的 赌博 策略 所 产生 的 大 量 现 象 ， 如 果 概 率 论 不 适合 于 任何 
其 他 事情 , 它 也 就 不 会 引起 那样 大 的 注意 .因此 ,让 我 们 再 来 考虑 
一 个 例子 . 

正如 审慎 的 瑞士 宫 方 统计 部 门 所 报告 的 ， 在 瑞士 从 1871 到 
1900 的 30 年 间 确 有 300 个 三 胞 胎 分 娩 . 《 亦 即 生出 900 个 三 胞 
胎儿 ,说 到 分 娩 , 我 们 以 母亲 计算 , 而 不 是 指 婴 儿 .) 在 同一 时 期 同 
一 地 理 单 位 所 有 分 娩 数 (其 中 有 些 是 三 胞 胎 , 有 些 是 双胞胎 , 当然 
多 数 只 是 生 一 个 孩子 ) 为 2.612,246。 那 未 ， 此 处 我 们 就 有 一 个 相 
当 规模 的 大 量 现象 ,但 是 所 考虑 的 事件 ,三 胞 胎 出 生 , 是 一 种 罕见 
事件 ， 每 年 分 娩 的 平均 数 是 

2,612,246/30 一 87.075， 
三 胞 脸 分 娩 的 平均 数 只 有 
300/30 一 10. 

当然 ， 事 件 发 生 次 数 有 的 在 一 些 年 里 多 于 平均 数 10 , 在 另 一 些 年 
里 则 小 于 平均 数 10, 而 在 一 些 年 里 恰好 为 10. 在 表 开 (2) 列 中 给 
出 有 关 详 情 .在 那里 (在 第 1 列 有 10 的 那 一 行 里 ) 我 们 看 到 在 所 考 
虑 的 期 间 内 确 有 4 年 ,在 此 4 年 里 每 年 确 有 10 次 三 胞 胎 分 娩 . 正 
如 同一 个 (2) 列 所 表示 的 ,在 这 期 间 没 有 一 年 这 种 分 娩 少 于 3 次，” 
没有 一 年 多 于 17 次 ， 而 且 这 个 最 大 数 17 与 最 小 数 3 只 是 各 自 出 
现 过 一 年 . 

《2) 列 中 的 数 看 起 来 以 某 种 偶然 方式 分 散 着 ， 但 是 ， 值 得 注 
意 的 是 经 过 概率 演算 却 能 使 显得 不 规则 样子 的 (2) 列 中 的 观察 数 
同 遵照 简单 定律 通过 计算 所 得 的 理论 数 相符 合 ,这 点 是 很 有 趣 的 ; 
详 见 (3) 列 。 由 检查 判断 , (2) 列 与 (3) 列 的 一 致 性 似乎 并 不 坏 ; 
除去 两 种 情况 ,两 数 即 观察 数 与 理论 数 之 间 差 的 绝对 值 小 于 1. 只 
有 两 种 情况 是 例外 (在 第 1 列 里 有 7 与 8 的 行 里 ), 其 差 的 绝对 值 大 
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表 IL 1871~1900 瑞士 出 生 的 三 胞 脸 


(9 


分 娩 数 《2) 累计 《37 累计 
0 0 0 0.00 
1 0 0 0.00 
2 0 0 0.09 
3 1 1 0.30 
4 0 1 0.87 
3 1 2 2.01 
6 2 3 3.90 
学 5 8 6.60 
8 1 9 9.99 
9 4 13 13.74 
10 漳 17 17.49 
11 4 21 20.91 
12 3 24 23.76 
13 和 26 25.92 
14 1 27 27.51 
15 2 29 28.53 
16 0 29 29.19 
17 1 30 29.58 
18 0 30 29.79 
19 0 30 29.91 

于 :2 


有 一 个 办 法 能 使 我 们 稍微 更 好 地 判断 两 列 数 的 一 致 性 ， 表 了 
(4) 列 包 括 了 (2) 列 数 的 “累加 ” 数 . 例 如, 考虑 在 第 1 列 有 7 的 
那 行 ; 它 在 (2) 列 里 有 5, 在 (4) 列 里 有 8， 现 在 

Sm0oToto 二 lorl+t1+53 
亦 即 , 8 是 (2) 列 中 包括 从 头 开始 直到 5 的 各 行 的 所 有 数 的 和 或 
“累加 ”. (换言之 , 8 是 这 期 间 三 胞 胎 分 娩 数 未 超过 7 的 年 数 .) 
《5) 列 包括 (3) 列 的 “累加 " 数 ， 因此 (4) 列 与 (5) 列 相似 地 分 别 由 (2) 
列 的 观察 数 与 (3) 列 的 理论 数 得 来 ，《4) 列 与 (5) 列 之 间 的 一 臻 
性 看 来 是 极 好 的 。 只 除去 一 种 情况 以 外 , 其 差 的 绝对 值 都 小 于 1， 


本 


而 这 例外 情况 其 差 的 绝对 值 还 小 于 人. 


$6. 现象 的 解释 


则 概率 概念 有 关 的 思想 在 现象 的 解释 中 起 着 重要 作用 ， 并 且 
适合 任何 科学 , 从 物理 学 到 社会 科学 所 处 理 过 的 现象 都 适合 ， 我 
们 考虑 两 个 例子 . 

《1) 由 于 用 植物 杂交 方法 做 试验 ,格雷 戈 尔 ' 备 德 尔 〈Gregor 
Mendel) (1822 一 1884) 成 为 一 门 新 科学 即 遗 传 学 的 创始 人 .顺便 
提 一 句 , 兰 德尔 是 摩 拉 维 亚 〈Moravia) 男 修道 院 的 院 长 ,并 且 在 他 
的 修道 院 花园 里 完成 他 的 试验 . 他 的 发 更 虽然 十 分 重要 却 是 非常 
简单 的 ， 为 了 把 它 弄 明白 我 们 只 需要 描述 一 个 试验 及 概率 的 直观 
想法 就 行 了 。 为 了 使 事情 再 容易 些 , 我 们 将 不 讨论 孟 德 尔 自 己 的 
一 个 试验 ,而 是 他 的 一 个 学 生 所 完成 的 试验 ?. 

在 两 株 关 系 密切 的 植物 (同属 不 同 种 ) 中 一 株 开 白花 而 另 一 株 
开 稍 微 深 红色 的 花 ， 两 株 植物 的 关系 是 如 此 之 近 以 致 于 它们 能 彼 
此 受 粉 。 由 这 种 杂交 所 得 到 的 种 子 发 育成 有 中 间 特征 的 杂种 植 
物 : 杂种 开 粉 红色 花 . 《在 图 14.3 里 红色 用 较 浓 阴 影 表示 ,粉红 
色 用 不 浓 的 阴影 表示 .) 如 果 杂 种 植物 被 允许 变 成 自 受 粉 的 , 结 出 
的 种 子 发 育成 植物 的 第 三 代 ， 这 第 三 代 中 的 所 有 三 种 表示 为 : 有 
开 和 白花 的 , 有 开 粉 红 花 的 , 有 开 红 花 的 .图 14.3 以 略图 描画 了 三 
种 后 代 之 间 的 关系 . 

然而 现象 的 最 显著 的 特征 是 比例 数 ， 三 种 第 三 代 植物 是 按 这 
比例 数 培植 出 来 的 。 在 所 描述 的 试验 里 , 发 现 有 564 株 第 三 代 植 
物 ， 在 它们 中 间 , 像 它们 的 祖辈 的 一 个 或 另 一 个 的 那 两 种 植物 大 
概 是 相等 的 两 群 : 开 白 花 的 第 三 代 有 141 株 ， 开 红 花 的 第 三 代 有 
132 株 。 可 是 像 杂 种 父辈 的 植物 是 更 大 的 一 群 : 开 粉红 花 的 第 三 
代 有 291 株 . 我 们 能 方便 地 在 图 14.3 中 看 到 这 些 数 字 . 我 们 容 
易 注意 到 这 些 由 试验 所 给 的 数字 近似 于 一 个 简单 的 比例 


1) 是 考 兰 斯 《Correns) 作 的 ; 见 W. 约翰 逊 )e 精 确 遗 传 性 原理 >(W.， Johannsen, 
Elemente der exaksen Erblichkeisslchre), Jena, 1909, 371 页 。 
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141 291 132 
OO OQ@ 2O C24 
图 14.3 孟 德尔 试验 的 三 代 
141:291:132 几乎 像 1:2:1。 
这 简单 的 比例 引出 一 个 简单 的 解释 . 

让 我 们 从 头 说 起 . 从 把 两 种 不 同 植物 杂交 的 试验 做 起 , 任 一 
开花 的 植物 产 自 两 个 生殖 细胞 的 结合 (一 个 胚珠 与 一 粒 花粉 )， 第 
二 代 的 开 粉 红 花 的 杂种 产 自 两 个 不 同 世系 的 生殖 细胞 .由 于 第 三 
代 的 开 粉 红 花 的 植物 与 第 二 代 的 那些 相像 ， 自 然 假定 它们 也 是 由 
两 个 不 同 种 的 生殖 细胞 类 似 地 产生 的 ,这 引导 我 们 去 猜想 第 二 代 
开 粉 红 花 的 杂种 有 两 个 不 同 种 的 生殖 细胞 ， 然而 , 由 于 作出 这 个 
猜想 ,我 们 可 以 发 觉 解释 混合 子孙 的 概率 .事实 上 ,让 我 们 看 得 更 
清楚 些 , 如 果 第 二 代 开 粉红 花 杂 种 确 有 我 们 可 以 称 为 “ 白 的 "和 “ 红 
的 ”细胞 的 两 个 不 同 种 的 生殖 细胞 会 发 生 什么 。 当 两 个 这 样 的 细 
胞 被 结合 时 ,结合 可 以 是 白 的 同 白 的 , 或 红 的 同 红 的 , 或 一 种 颜色 
同 另 一 种 额 色 相 结 合 的 ， 而 且 这 三 种 不 同 的 结合 可 能 解释 第 三 代 
的 三 种 不 同 植物 ; 见 图 14.3. 

看 过 这 了 段 话 之 后 , 解释 比例 数 就 不 难 了 . 真正 观察 到 的 比例 
141:291:132 同 简单 比例 1:2:1 的 偏差 看 作 是 随机 的 . 亦 即 它 像 
是 观察 概率 同 实际 概率 的 偏差 .这 使 我 们 疑惑 两 种 细胞 的 概率 是 
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多 少 , 或 者 “ 白 的 ”与 “ 红 的 ”细胞 是 按 哪个 比例 产生 的 。 由 于 在 第 
三 代 里 开 白 花 的 植物 同 开 红 花 的 植物 差不多 一 样 多 ， 我 们 忍 不 住 
要 试 做 一 件 最 简单 的 事情 : 假定 开 粉 红 花 的 植物 按 相同 数量 产生 
“ 白 的 ”与 “ 红 的 ”生殖 细胞 。 最 终 , 我 们 几乎 不 得 不 把 两 个 生殖 细 
胞 的 随机 相遇 同 随机 摸 两 个 球 相 比较 ， 关 而 我 们 得 到 下 面 的 简单 
问题 . 

有 装 白 球 与 红 球 的 两 个 袋子 , 球 没 有 任何 其 他 颜色 每 个 袋 
子 装 的 白 球 恰好 同 红 球 一 样 多 .我 用 两 只 手 往 两 个 袋子 里 去 摸 ， 
从 每 个 线 子 里 摸 出 一 个 球 来 。 找 出 摸 到 两 个 白 球 , 两 个 不 同 颜色 
的 球 及 两 个 红 球 的 概率 . 

易 知 (参见 $3 (5) 段 ), 所 求 的 概率 分 别 是 

1 2 1 


现在 我 们 领悟 到 一 个 关于 比例 1:2:1 的 简便 理由 ， 这 个 比例 似乎 
构成 观察 数 的 基础 ,这 样 做 之 后 ,我 们 就 非常 接近 于 和 孟 德 尔 的 基本 
概念 了 . 

《2) 随机 大 量 现象 的 概念 在 物理 学 中 起 重要 作用 .为 了 解释 
这 种 作用 ,我 们 考虑 化 学 反应 的 速度 ， 

根据 比较 粗粮 的 观察 就 足以 提出 化 学 反应 速度 依赖 于 反应 物 
质 的 浓度 . 《我 们 说 物质 的 浓度 的 意思 是 单位 体积 内 它 的 含量 .) 
这 种 化 学 反应 速度 对 反应 物 的 浓度 的 依赖 早 就 被 人 们 认识 了 ， 但 
是 这 种 依赖 的 数学 形式 的 发 现 却 晚 得 多 。1850 年 威 尔 海尔 密 
(Wilhelmy) 看 到 一 个 重要 的 特例 , 1867 年 两 个 挪威 化 学 家 ， 伽 尔 
伯 格 〈Guldberg) 与 瓦 奇 〈《Waage) 发 现 了 一 般 定律 。 现 在 我 们 用 
特例 并 尽 可 能 简单 地 概述 导致 伽 尔 伯 格 与 瓦 奇 发 现 的 某 些 想法 ， 

我 们 考虑 双 分 子 反应 ,也 就 是 说 , 两 种 不 同 物质 , 4 与 了 3, 参 
予 反应 ， 这 种 反应 的 结果 是 第 一 种 物质 4 的 一 个 分 子 与 第 二 种 物 
质 B 的 一 个 分 子 相 结 合 .物质 4 与 被 溶 于 水 ,同时 在 溶液 里 发 生 
化 学 变化 . 由 反应 所 得 的 物质 不 再 参与 化 学 作用 ; 变 成 某 种 形式 
的 惰性 物质 . 例如 ,它们 可 以 是 不 溶 于 水 的 并 以 固体 形式 沉淀。 
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溶液 由 极 多 的 分 子 组 成 , 化 学 反应 就 发 生 在 溶液 里 。 按照 物 
理学 家 们 的 想法 〈 物 质 的 动力 学 说 ) 这 些 分 子 处 于 剧烈 的 运动 状 
态 ,以 各 种 速度 , 有 些 以 很 高 速度 运动 , 并 且 时 常 碰撞 . 如果 分 子 
4 同 分 子 了 3 相 撞 ,两 个 分 子 就 会 给 缠 住 以 致 于 它们 交换 若干 原子 : 
我 们 想像 ,我们 所 感 兴 趣 的 化 学 反应 就 是 由 这 样 一 种 交换 组 成 的 。 
也 许 为 了 这 种 交换 必须 使 分 子 以 高 速 碰撞 或 在 它们 磁 撞 的 一 刹那 
分 子 按 彼 此 适当 的 位 置 排列 。 总 而 言 之 , 分 子 4 与 分 子 B 磁 擅 的 
次 数 越 多 , 这 两 个 分 子 化 合 的 机 会 就 越 多 。 化 学 反应 的 速度 也 越 
快 。 因 此 使 我 们 得 到 一 个 猜想 :反应 速度 与 分 子 4 与 分 子 B 之 间 
碰撞 次 数 成 比例 

` 我 们 不 可 能 精确 地 预知 这 种 碰撞 次 数 ， 在 我 们 面前 有 一 种 像 
下 雨 一 样 的 随机 大 量 现象 ， 回想 起 图 14.2; 在 那里 我 们 也 不 能 精 
确 地 预知 有 多 少雨 滴 会 打 在 面积 F 上 .然而 我 们 可 以 预知 打 在 面 
. 积 上 的 雨滴 数 会 与 落 在 整个 面积 P 上 的 雨滴 数 成 比例 。《 正 如 
$ 2(2) 接 近 末尾 处 所 讨论 过 的 比例 是 近似 的 , 且 比例 因子 是 F/P.) 
类 似 地 ， 我 们 能 预知 我 们 感 兴趣 的 〈 任 一 分 子 4 与 任 一 分 子 刀 之 
间 ) 碰 撞 次 数 将 与 分 子 4 的 数 生 成 比例 ， 当 然 , 它 也 与 分 子 B 的 数 
目 成 比例 ， 因 而 最 终 与 这 两 个 数 的 积 成 比例 . 可 是 物质 的 分 子 数 
与 物质 浓度 成 比例 ， 于 是 我 们 的 猜想 导致 下 列 陈 述 : 反应 速度 与 
浓度 积 成 比例 . 

我 们 得 到 了 伽 尔 伯 格 与 瓦 奇 所 发 现 的 大 量化 学 作用 的 一 般 定 
律 的 特例 .这 是 适合 于 所 考虑 的 特殊 情况 的 特例 .在 大 量 作用 定 
律 的 基础 上 我 们 可 以 计算 任何 给 定时 刻 的 反应 物质 浓度 并 预告 反 
应 全 过 程 的 趋向 ， 


$7. 判断 统计 假设 


我 们 从 一 件 轶 事 开始 吧 ?9. 
《1)“ 一 天 在 那不勒斯 《Naples) ， 教 士 伽 利 亚 尼 《Galiani) 看 


1) J. 柏 特 兰 特 ， < 概率 运算 ?，( 本 Bertrand, Celcri des probabiliiés), VI~NVIL 
部 分 。 
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见 一 个 来 自已 西利 卡 塔 〈Basilicata) 的 人 ,他 一 边 摇 着 装 在 杯子 里 
的 三 粒 般 子 , 一 边 打赌 说 他 能 掷 出 三 个 六 点 来 ;而 事实 上 ， 他 马上 
就 抑 了 三 个 六 点 出 来 . 也 许 你 会 说 , 可 能 这 是 一 种 侥 伴 . 可 是 这 
人 又 打 了 一 次 赌 ,接着 摇 第 二 次 . 他 把 圾 子 放 回 杯子 里 , 三 次 , 四 
次 , 五 次 , 而 且 每 次 他 都 邱 出 三 个 六 点 来 . “ 酒 神 的 血 ” ,教士 大 
声 喊 着 “ 仇 子 里 装 上 铅 了 !” 并 且 真有 . 可 是 为 什么 教士 用 不 敬之 
词 ?” 

伽 利 亚 尼 教 士 此 时 获得 一 个 十 分 重要 类 型 的 合 情 推理 结论 . 
如 果 他 赁 一 时 冲动 自己 发 现 这 个 合 情 推理 的 重要 类 型 ， 他 的 激动 
是 完全 可 以 理解 的 ,并 且 我 个 人 不 会 责怪 他 的 温和 的 不 敬之 词 . 

正确 的 作法 是 在 有 某 种 确实 的 反 证 之 前 ， 应 把 每 个 人 都 当 作 
绅士 来 对 待 。 完全 类 似 地 ,在 做 磁 运 气 游戏 时 ,正确 的 作法 应 该 是 
在 公正 地 进行 比赛 的 假定 之 下 进行 .我 相信 教士 是 做 得 正确 的 . 
一 开始 他 曾经 是 假定 来 自 巴 西利 卡 塔 的 人 会 有 公平 的 角子 并 能 公 
正 地 使 用 这 些 散 子 。 正确 地 用 概率 术语 来 说 , 这 样 一 个 假定 是 出 
自 一 般 统计 假设 . 一 个 统计 假设 一 般 地 是 假定 某 些 概率 值 。 因 
此 ,教士 一 开始 曾 有 过 某 种 意义 上 比较 明确 的 概念 , 即 曾 假定 被 装 
在 杯子 里 的 任何 一 粒 融 子 将 以 1/6 概率 出 现 六 点 .在 此 处 我 们 
确 有 同 $5 (1) 中 一 样 的 统计 假设 .) 

概率 演算 能 使 我 们 从 给 定 统计 假设 基础 上 由 给 定 概率 算出 期 
望 概率 。 因 此 ,在 教士 开头 所 采取 的 统计 假设 基础 上 ,我 们 能 算出 
用 三 粒 租 子 掷 出 三 个 六 点 的 概率 ; 它 是 


(£) =1216， 


一 个 相当 小 的 概率 .重复 这 种 玩 艺 儿 两 次 的 概率 , 亦 即 在 第 一 次 试 
验 时 掷 出 三 个 六 点 ， 而 在 下 一 次 试验 时 又 掷 出 三 个 六 点 的 概率 是 
(1/216) = (1/6) = 1/46,656, 
事实 上 是 一 个 更 小 的 概率 。 可 是 来 自 巴 西利 卡 塔 的 那个 人 把 同样 


和 这 是 一 句 骂人 的 话 。 一 一 译 者 注 
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惊人 的 事情 一 直 重 复 五 次 .让 我 们 列 出 相应 的 概率 表 来 : 
直 重 次 数 概率 

1/6’;=1/216 

1/65=1/46,656 

1/6’=1/10,077,696 

1/6?=1/2,176,782,336 

1165 一 11470,184,984,576。 

也 洗 教 士 采用 他 的 初始 假定 仅仅 是 出 于 礼 狐 ， 他 采 着 来 自 巴 
西利 卡 塔 的 人 的 时 候 也 许 已 经 疑惑 散 子 是 否 公道 ， 在 接连 两 次 出 
现 三 个 六 点 之 后 教士 仍然 保持 沉默 ， 那 个 在 初始 假定 之 下 的 事件 
必定 出 现 的 机 会 常常 不 会 比 在 50,000 次 试验 中 出 现 一 次 的 机 会 
多 得 多 。 他 甚至 更 久 地 保持 沉默 ， 可 是 , 由 于 事件 变 得 越 来 越 不 
可 能 ， 达 到 并 且 也 许 超过 人 们 把 它们 看 作 不 可 思议 的 那 种 不 可 能 
的 地 步 ,于 是 ,教士 终于 失去 耐性 , 得 出 结论 , 并 否定 他 的 初始 候 
定 ,从 而 他 使 劲 地 喷 起 来 . 

(2) 我们 刚才 所 讨论 的 软 闻 只 在 一 个 方面 是 有 趣 的 ， 它 具有 
典型 性 . 它 清楚 地 说 明 在 某 些 情况 下 我 们 可 以 合理 地 推翻 一 种 统 
计 假设 。 从 统计 假设 的 观点 常会 看 出 某 事件 是 不 可 能 出 现 的 ， 而 
从 这 种 不 可 能 事件 中 得 出 的 结论 尤其 具有 特殊 意义 ， 我 指 的 是 上 
述 从 统计 假设 的 基础 上 计算 出 来 的 概率 是 非常 小 的 事件 .现在 我 
们 来 看 看 试验 :我们 来 观察 一 个 能 产生 被 认为 确实 是 不 可 能 的 事 
件 的 试验 。 尽 管 算出 来 的 事件 的 概率 是 低 的 ,如 果 它 确实 发 生 了 ， 
它 就 提供 了 一 个 强 有 力 的 论证 反对 所 提出 来 的 统计 假设， 事实 
上 ,我 们 发 现 很 难 相信 会 发 生 那 种 非常 极端 事件 ， 然 而 ,无 可 否认 
地 , 事情 真 的 发 生 了 . 那 末 我 们 体会 到 任何 概率 是 在 某 个 统计 候 
设 的 基础 上 算出 来 的 并 且 开始 怀疑 那 种 小 概率 计算 的 基础 ， 因 此 
就 出 现 反对 作为 统计 假设 基础 的 论证 . 

(3) 同 伽 利 亚 尼 教士 一 样 , 当 我 们 审查 在 $5 (1) 讲 过 的 广泛 
的 观察 的 时 候 , 我 们 也 感到 不 得 不 推翻 公平 的 散 子 的 假设 ; 然而 ， 
我 们 推翻 它 的 理由 不 像 他 的 那样 尖锐 ， 按 照 前 面 的 讨论 我 们 能 找 
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到 更 好 的 理由 吗 ? 

这 里 有 事实 : 用 一 付 般 子 掷 出 五 或 六 点 的 315,672 次 尝试 中 
有 106,602 次 是 成 功 的 ; 见 $55〈2). 如 果 所 有 被 丘 的 圾 子 都 是 公 
平 的 , 那 末 成 功 的 概率 会 是 1/3. 因此 , 在 315.672 次 试验 中 我 们 
应 该 指望 大 约 有 


315,67213 一 105.224 
次 成 功 ， 那么 ,观察 数 偏离 期 望 数 
106,602 一 105,224 一 1.378 

单位 。 这 样 的 偏差 是 表明 还 是 反对 般 子 是 公平 的 假设 呢 ? 我 们 
应 该 把 偏差 1,378 看 作 是 小 还 是 大 ? 这 样 的 偏差 的 概率 是 高 还 是 
低 ? 

最 后 一 个 问题 似乎 是 一 个 很 有 意思 的 问题 。 可 是 我 们 还 需要 
对 一 个 简单 然而 却 是 重要 的 词 ， 即 “这 样 的 偏差 "中 的 “这 样 "一 词 
作 定 县 分 析 的 解释 .。 如 果 知 道 我 们 将 要 计算 的 概率 是 很 低 的 , 我 
们 将 推翻 这 种 统计 假设 . 可 是 偏差 如 果 精 确 地 等 于 1,378 单位 的 
概率 的 话 , 那么 无 论 如 何 是 十 分 小 的 一 一 即使 偏差 精确 地 等 于 0 
的 概率 也 会 是 十 分 小 的 . 因此， 我 们 必须 考虑 绝对 值 同 观察 偏差 
1,378 一 样 的 或 比 它 大 的 所 有 偏差 值 。 因 而 我 们 的 判定 要 由 下 面 


315,672 次 试验 中 成 功 次 数 必须 不 是 大 于 106.601 就 是 小 于 103,847 
的 概率 、 

用 很 少 的 一 点 概率 演算 知识 我 们 即 可 求 出 所 求 的 概率 近似 地 
为 

0.0000001983; 

这 意味 着 在 一 千 万 次 中 有 少 于 二 次 机 会 。 也 就 是 说 , 如 果 统 计 假 
设 被 理解 为 构成 概率 计算 的 基础 的 话 ， 那 末 看 来 极 不 可 能 的 事件 
发 生 了 . 我 们 发 现 很 难 相 信 会 发 生 这 样 的 事件 。 因 此 构成 角子 是 
公平 的 假设 看 来 极 不 像 是 真 的 . 我 们 已 经 在 $5 (1) 看 到 过 一 个 推 
翻 艇 子 是 公平 的 假设 的 好 理由 ,但 是 现在 看 到 一 个 更 好 ,更 清楚 的 
推翻 它 的 理由 。 
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(4) 某 个 统计 假设 认为 是 小 概率 的 事件 的 实际 发 生 是 一 个 反 
对 那个 假设 的 证 据 , 并 且 这 种 概率 越 小 ,其 证 据 越 显得 强 有 力 ， 
为 使 这 个 最 重要 论点 具体 化 ,让 我 们 考虑 一 个 序列 
1 1 1 


10” 100” 1.000” 10,000” 


一 个 统计 假设 蕴含 着 某 事 件 的 概率 为 1110. 事件 发 生 了 .我 们 
应 推翻 假设 吗 ? 在 通常 情况 下 ， 我 们 中 的 多 数 人 不 会 感到 有 推翻 
它 的 必要 ; 反对 假设 的 证 据 还 没有 显得 足够 强 . 如 果 另 一 个 统计 
假设 认为 概率 为 1/100 的 事件 发 生 了 ， 推 翻 假设 的 刺激 变 得 更 强 
了 . 如 果 概 率 被 断定 为 1/1,000 的 事件 又 发 生 了 ， 于 是 反对 假设 
的 证 据 就 更 强 了 。 如 果 统 计 假设 认为 事件 的 概率 为 
1 
1,000,000,000 ” 

或 在 10 亿 次 中 有 一 次 机 会 , 可 是 事件 依然 发 生 了 ，, 尽管 这 时 并 不 
存在 从 逻辑 上 应 推翻 这 个 假设 的 必然 性 ， 但 是 几乎 每 个 人 都 会 把 
假设 当 作 完全 是 不 可 信 的 ， 然而, 如果 序 列 不 断 地 继续 下 去 ,因此 
事件 一 个 接着 一 个 发 生 ， 统 计 假设 认为 这 些 事件 的 概率 稳定 地 减 
小 下 去 并 趋 于 零 ， 对 每 个 按 常理 思考 的 人 来 讲 一 个 关键 时 刻 迟 早 
会 发 生 ， 即 此 时 假设 产生 出 看 来 是 愈 来 愈 不 可 能 的 结果 而 使 得 假 
设 维持 不 下 去 ,他 感到 有 理由 推翻 假设 .而 这 一 点 正 是 伽 利 亚 尼 教 
士 的 故事 巧妙 地 提出 来 的 . 第 一 次 掷 出 三 个 六 点 的 概率 是 1/216; 
接连 五 次 每 次 都 掷 出 三 个 六 点 的 概率 是 1/470,184,984,576. 

如 果 我 们 采用 概率 论 是 自然 研究 的 一 部 分 的 观点 ， 前 面 的 讨 
论 对 我 们 来 讲 就 具有 特殊 重要 性 . 任何 自然 科学 必须 反复 观察 . 
因此 , 它 必须 采用 设法 号 明细 节 的 法 则 , 借 这 些 细节 来 说 明 它 的 陈 
述 是 怎样 被 试验 证 实 或 驳 倒 的 .我 们 恰好 为 概率 论 做 了 这 一 点 。 
我 们 描述 了 一 些 细节 ， 借 助 这 些 细节 我 们 能 合理 地 把 一 个 统计 假 
设 看 作 实 际 为 观察 所 驳 倒 . 另 一 方面 , 如 果 一 个 统计 假设 虽然 经 
历 几 次 驶 倒 的 机 会 可 还 是 存留 下 来 ， 我 们 就 认为 它 在 一 定 条 件 下 
是 肯定 了 的 ， 
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《57 正如 $2. 所 定义 的 ,概率 是 长 时 期 相对 频率 的 理论 值 . 前 
面 讲 的 给 了 我 们 一 个 机 会 去 认识 一 件 新 事情 . 首先 , 这 样 一 个 理 
论 值 当然 依赖 于 我 们 的 理论 ， 依 赖 于 我 们 的 初始 假设 ， 依 赖 于 所 
采用 的 统计 假设 ， 其 次 , 这 样 一 个 理论 值 与 实际 值 会 是 十 分 不 同 
的 


我 们 可 以 通过 一 种 适当 的 表示 法 来 澄清 我 们 的 想法 . 设 P 是 
在 某 个 统计 假设 瓦 基础 上 算出 来 的 一 个 事件 三 的 概率 ， 那 末了 依 
赖 于 已 及 百 ，( 事 实 上 ,我们 可 以 用 明确 的 符号 PCE。H) 代替 P， 
它 强调 P 对 EE 及 玉 的 依 晤 性 .》 

在 前 面 的 一 些 应 用 里 我 们 当然 认为 假设 五 是 真 的 〈 至 少 暂时 
是 ) 并 在 互 的 基础 上 算 P, 我 们 试图 预告 事件 互 的 观察 频率 然 
而 ,在 本 书 的 这 一 段 里 ,我 们 向 另 一 个 方向 上 去 继续 探究 ， 在 观察 
了 事件 下 之 后 ， 在 统计 假设 五 的 基础 上 我 们 算出 P, 由 所 得 的 P 
值 ， 我 们 试图 判断 假设 五 的 可 靠 性 ， 在 此 ， 我 们 发 觉 P 的 新 的 一 
面 , 即 了 越 小 ,我 们 越 感到 有 推翻 假设 妃 的 倾向 , 亦 即 对 我 们 来 说 ， 
后 我 们 将 说 一 是 统计 假设 妃 的 似 然 性， 其 根据 是 由 已 经 观察 到 的 
事件 的 事实 判断 所 得 来 的 . 

这 个 在 本 质 上 则 统计 学 家 的 用 法 一 致 的 术语 强调 P 对 事件 刀 
与 统计 假设 妃 的 依赖 性 的 某 个 方面 ， 我 们 原先 的 术语 着 重 在 同一 
个 依赖 的 补充 方面 : P 是 在 统计 假设 鼠 的 基础 上 算出 来 的 事件 刀 
的 概率 . 

为 使 我 们 确信 双重 术语 的 优越 性 胜 过 它 的 危险 性 就 有 必要 做 
一 些 应 用 它 的 练习 . 


$ 8. 在 统计 假设 之 间 进 行 选择 


下 面 例子 会 提供 一 个 在 统计 学 研究 中 最 早 确 定 的 概率 论 应 用 
的 方向 . 

《1) 一 个 消费 者 从 生产 者 那里 大 批 地 购买 某 种 商品 .消费 者 
是 大 户 ,大 批发 高 或 厂商 ,或 政府 代办 .生产 者 也 是 个 大 厂 主 并 大 
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规模 地 制造 所 讨论 的 问题 中 的 商品 ， 商 品 可 能 是 钉子 ,或 把 手 ,或 
别 的 什么 制品 ; 一 个 有 趣 的 例子 是 用 来 引爆 弹药 或 爆炸 装置 里 的 
引信 商品 必须 适合 某 种 规格 。 例如, 钉子 必须 既 不 超过 2.04 时 
也 不 短 于 1.96 时 , 对 它 的 粗细 也 必须 作出 类 似 的 规定 ， 也 许 还 指 
定 最 小 折断 强度 ;引信 的 燃烧 时 间 也 要 有 相应 规格 ,等 等 ， 不 合 规 
格 的 商品 被 当 作 次 品 ， 即 使 最 精心 地 制造 的 一 批 中 也 会 有 一 小 部 
分 次 品 . 因此 在 商品 从 制造 者 转 到 消费 者 手 里 以 前 全 部 都 得 经 过 
检验 .全 部 商品 可 以 逐个 检验 ,也 就 是 说 ,全 部 商品 中 的 每 一 件 都 
得 检验 一 下 它 是 否 适合 大 家 都 同意 的 规格 。 对 量 大 如 10,000 枚 
钉子 来 说 这 种 逐个 检验 是 行 不 通 的 ,并 且 不 要 说 大 量 引信 ,即使 少 
量 也 是 可 笑 的 . 为 了 测量 它 的 燃烧 时 间 ， 你 不 得 不 毁 掉 引信 然而 
很 不 必要 为 了 检验 而 全 部 毁 掉 ， 因此 在 许多 情况 中 领 货 前 只 从 全 
体 中 取出 较 少 的 样品 以 代替 检验 全 部 商品 .这样 领取 抽样 的 简单 
手续 的 特点 由 下 面 的 规则 表示 ， 

“从 提交 的 一 批 共 叉 件 商品 中 随机 取样 * 件 商品 作为 样本 。 
对 样本 中 的 每 一 件 进 行 试验 .如 果 样 本 中 的 次 品 数 不 超 过 某 个 约 
定数 “ 即 所谓 合 格 数 , 这 批 商品 就 算 合格 , 消费 者 就 收 下 这 一 批 ， 
如 果 样 本 中 的 次 品 数 多 于 c, 这 批 商品 就 算 不 合格 , 则 他 拒绝 接收 
这 批 商 品 ,同时 生产 者 就 得 收回 这 批 商品 .” 

按 这 个 规则 所 得 到 的 结果 依赖 于 机 会 ， 磁 机 会 样本 中 的 次 品 
部 分 有 可 能 比 全 部 货物 中 的 次 品 低 得 多 或 高 得 多 . 如 果 样 品 结果 
比 全 部 的 好 , 则 此 机 会 对 消费 者 不 利 , 如 果 样 品 结果 中 含 的 次 品 比 
全 体 中 实 有 的 次 品 更 大 , 则 机 会 对 生产 者 不 利 ， 尽 管 有 这 些 危 险 ， 
一 个 这 样 的 手续 似乎 是 必要 的 ,所 令 述 的 规则 也 许 是 十 分 合理 的 . 
我 们 必须 想 出 它 的 程序 是 怎样 进行 的 ， 它 的 结果 是 怎样 依赖 于 提 
交 的 一 批 的 质量 的 .。 因此 我 们 来 分 析 下 面 问题 给 定 p, 它 是 在 
所 提 的 一 批 中 随机 选 出 一 件 商品 是 次 品 的 概率 ， 求 这 批 商品 合格 


在 最 重要 的 实际 情况 中 批量 的 容量 即使 同样 本 的 容量 ” 相 
比 也 是 大 的 . 按 这 种 情况 我 们 可 以 假定 入 为 无 穷 大 ; 在 精度 上 我 
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已 接受 批量 的 合格 率 , w 


一 批 中 次 品 所 占 的 百分数 ， p 
图 14.4 ”验收 抽样 程序 的 营业 特性 表 


们 没有 损失 多 少 ,然而 却 做 了 许多 简化 ， 假 定 N 一 co , 我 们 容易 
求 得 
“Got+(T)o-p+(2) 
x AI 一 四 一 十 + (0 pC —p)". 

我 们 把 合格 的 概率 。 的 这 个 表达 式 看 作 是 对 的 。 我 们 集中 讨论 它 
的 某 些 实际 合意 . 

我 们 把 = 看 作 的 函数 作 图 ; 见 图 14.4。 如 果 我 们 画 出 100p 
的 函数 1004 的 图 ,曲线 形式 该 是 一 样 的 ， 现 在 , 100p 是 所 提出 的 
一 批 商品 的 次 品 的 百分数 。 另 一 方面 ,如果 有 相同 的 次 品 百分数 
的 几 批 接受 同样 的 检验 程序 ,合格 的 相对 频率 , 亦 即 接受 批量 对 所 
提出 的 批 晤 的 比例 会 搂 近 于 a。 因此 。 归 根 到 底 ,100s 将 是 在 所 
出 批量 中 的 接受 批量 的 百分数 。 这 便 说 明了 图 14.4 中 坐标 轴 的 
注解 。 图 14.4 中 的 曲线 可 以 使 我 们 大 致 估计 出 各 种 不 同 质量 的 
批量 能 被 接收 的 情况 ,因而 它 被 适当 地 称 作 营业 特性 表 . 

根据 它 的 效果 来 进行 判断 ， 程 序 看 来 是 合理 的 吗 》 这 是 我 们 

ee 


希望 加 以 考虑 的 问题 ， 


如 果 全 部 没有 次 品 , 那 就 应 该 没有 退货 的 可 能 性 . 事实 上 ,如 。 


果 p 二 0, 我们 的 公式 给 出 a 一 1, 这 本 该 如 此 . 如果 全 部 都 是 次 
总 , 应 该 没有 接收 的 可 能 .事实 上 , 如 果 p 一 1, 我 们 的 公式 给 出 
4 一 0, 这 也 本 该 如 此 . 营业 特性 曲线 的 两 个 端点 显然 是 合理 的 . 

如 果 次 品 数 增加 ,接收 的 可 能 性 应 该 减少 .事实 上 ,用 一 点 微 
分 技巧 ,我 们 容易 发 现 令 人 惊奇 的 简单 表达 式 


和 (rp 


而 这 个 总 是 负 的 ， 因此 营业 特性 曲线 必 是 一 条 下 降 曲 线 , 正如 图 
14.4 所 表示 的 ,而 这 再 一 次 说 明 它 本 该 是 那样 的 . 


导数 的 绝对 值 , 或 一 笃 ， 也 有 某 种 实际 意义 ， 横 坐标 的 改 
变量 dp 表示 全 部 质量 的 改变 量 . 纵 坐标 的 改变 量 da 表示 由 于 质 
量 的 改变 引起 的 接受 机 会 的 改变 ， 这 些 机 会 的 比率 但 的 绝对 什 
越 大 ， 两 个 稍微 不 同 的 批量 之 间 的 程序 所 造成 的 差异 就 越 明 显 . 
尤其 是 ， 达到 它 的 绝对 值 最 大 的 点 可 以 适当 地 称 为 “最 明显 


判别 点 "。 这 个 点 容易 在 图 上 认 出 来 : 如 果 有 一 个 , 它 就 是 拐点 ， 
否则 是 曲线 的 左 端点 . 《 它 的 横 坐 标 是 p 二 c/(n 一 1).) 

(2) 从 另 一 个 观点 看 规则 也 显得 是 合理 的 . 它 有 某 种 适应 
性 . 由 于 选择 样本 容量 ”及 合格 数 “, 我 们 能 使 规则 适应 具体 要 
求 ， 消 费 者 与 生产 者 都 要 求 避免 抽样 中 常 有 的 危险 ， 即 坏 的 一 批 
往往 会 提出 一 个 好 的 样本 ,而 好 的 一 批 往往 会 提出 一 个 坏 的 样本 ， 
因此 就 有 两 类 危险 : 抽样 手续 有 可 能 会 接收 一 批 坏 的 或 退 掉 一 批 
好 的 .消费 者 是 反对 接收 坏 批量 而 生产 者 是 反对 退 掉 好 批量 的 .。 
然而 这 两 类 不 愉快 的 情况 是 不 能 完全 避免 的 ,总 会 经 常 发 生 ,我 们 
所 能 合理 地 要 求 的 唯一 的 事情 是 它们 不 要 太 经 常 发 生 . 这 个 要 求 
导致 像 如 下 的 具体 问题 . 

“确定 样本 容量 及 合格 数 ,以 使 接收 的 一 批 商品 中 竟 有 5 多 的 
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次 品 这 样 的 机 会 在 十 次 中 必须 少 于 一 次 ， 使 退货 的 一 批 商品 中 只 
有 2% 次 品 的 机 会 在 一 百 次 中 必须 少 于 五 次 .” 

在 这 个 问题 里 有 两 个 未 知 数 ， 样 本 容量 # 与 合格 数 <。 问题 
的 条 件 要 求 下 面 两 个 不 等 式 : 

4 二 0.95 当 p 二 0.02 时 ， 
ga 一 0.1 当 p 二 0.05 时 . 

同时 满足 这 两 个 条 件 是 可 能 的 ,但 是 去 找 适合 于 要 求 的 不 等 式 的 
最 低 样本 容量 ” 及 对 应 的 合格 数 “ 要 做 大 量 数字 计算 . 

我 们 将 不 讨论 数字 计算 ， 在 此 我 们 对 把 问题 具体 化 比 解 算 问 
题 要 关心 得 多 .因此 让 我 们 稍微 进一步 调查 一 下 它 的 背景 ， 正 如 
我 们 已 经 说 过 的 ， 接 收 一 批 坏 的 与 退 掉 一 批 好 的 都 是 人 们 所 不 希 
望 的 .第 一 种 是 从 消费 者 的 观点 来 看 的 , 而 第 二 种 是 从 生产 者 的 
观点 来 看 的 ， 可 是 两 种 不 希望 的 概率 不 会 是 同样 不 受 欢迎 的 而 消 
费 者 与 生产 者 的 利害 不 完全 如 此 尖锐 地 对 立 . 接收 一 批 坏 的 对 生 
产 者 也 不 完全 有 利 ; 它 会 损害 他 的 名 声 。 可 是 退 掉 好 的 一 批 会 很 
违背 消费 者 的 利益 ;他 会 急切 需要 商品 , 退货 会 误 事 . 况且, 反复 
退 掉 几 批 好 的 , 它 的 危险 会 导致 提高 价格 . 如 果 双 方 利益 都 考虑 
到 了 , 退 一 批 好 的 会 比 接 收 一 批 坏 的 更 令 入 不 恰 决 些 。 正 是 由 于 
考虑 到 这 种 背景 ， 我 们 在 问题 的 条 件 中 对 防止 退 质 量 较 好 的 货 比 
防止 接收 质量 较 坏 的 货 更 为 注意 ,这 似乎 是 可 以 理解 的 .( 关 于 第 
一 类 不 希望 事件 在 一 百 次 中 只 有 五 次 机 会 是 许可 的 ， 但 关于 第 二 
类 事件 一 百 次 中 允许 有 十 次 机 会 .) 

《3) 在 (2) 中 所 讨论 的 问题 容许 有 另 一 个 稍微 不 同 的 解释 . 

生产 者 的 律师 断言 全 部 没有 超过 2% 次 品 ， 可 是 消费 者 的 律 
师 争 辩 说 全 部 至 少 有 5% 次 品 。 由 于 某 种 理由 《例如 对 许多 引信 
来 说 ) 充分 检验 是 不 可 能 的 . 因此 必须 在 争论 者 双方 之 间 决 定 某 
种 抽样 手续 .在 (1) 中 概述 的 手续 连同 (2》 中 所 给 的 数据 能 合适 
地 用 于 这 个 目的 . 

事实 上 , 两 个 律师 的 互相 矛盾 的 争论 提出 一 个 假定 。 我 们 可 
以 伴 称 确 有 两 个 关于 批量 的 概率 : .批量 中 的 次 品 百分数 或 者 确 是 
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2% 或 者 确 是 5 匈 。 当 然 没 有 一 个 人 相信 这 样 一 个 假定 ,但 是 统计 
学 家 会 觉得 它 是 方便 的 : 它 使 得 他 的 任务 局 限于 在 两 个 清楚 而 简 
单 的 可 供 选择 办 法 之 间 做 出 决定 . 如果 双 方 同意 退 一 批 有 2% 次 
品 的 货 比 接收 一 批 有 5% 次 品 的 货 更 不 合意 ,统计 学 家 会 合理 地 
采用 在 (1) 中 概述 的 程序 连同 (2) 中 规定 的 数据 。 统 计 学 家 的 先 
择 是 否 将 使 律师 或 哲学 家 满意 ,我 不 敢 冒 际 地 说 ,但 它 确实 同 此 问 
题 的 事实 有 清楚 的 关系 .统计 学 家 的 规则 是 适用 于 大 量 类 似 情况 
的 ， 亦 即 接收 一 批 好 的 (有 2% 次 品 ) 在 1,000 次 当中 大 约 有 950 
次 ,而 退 掉 它 只 有 大 约 50 次 ,但 是 规则 规定 退 掉 一 批 坏 的 《有 5% 
次 品 ) 在 1,000 次 中 大 约 有 900 次 ,而 接收 它 只 有 大 约 100 次 . 那 
就 是 说 不 能 指望 以 抽样 为 基础 的 统计 学 家 的 规则 每 次 都 会 让 你 做 
出 正确 的 决定 ， 但 是 可 以 合理 地 期 望 它 最 终 在 情况 的 一 个 可 指定 
的 百分数 内 让 你 做 出 正确 的 决定 . 

《4) 要 想 仅仅 通过 一 个 例子 就 获得 关于 统计 学 家 所 从 事 的 工 
作 的 意义 那 是 不 可 能 做 到 的 ， 可 是 在 前 面 例子 的 基础 上 , 我 们 能 
得 到 关于 统计 学 家 的 任务 的 虽 不 很 完全 却 并 不 十 分 焉 曲 的 观念 ; 
统计 学 家 能 设计 出 一 些 性 质 相同 的 规则 ， 例 如 在 1) 中 概述 过 的 
接收 货物 的 抽样 程序 和 在 〈2) 中 考虑 过 的 数据 关系 .如 果 我 们 已 
经 弄 懂 了 统计 学 家 指定 的 规则 的 性 质 就 可 以 弄 明白 他 的 任务 ， 因 
此 ， 我 们 必须 用 普通 术语 清楚 地 叙述 在 我 们 的 特殊 规则 里 本 质 的 
东西 是 什么 ;我 指 的 是 在 前 面 (1)，(2) 及 (3) 段 所 讨论 过 的 规则 . 

我 们 的 规则 确定 出 在 接收 和 退 掉 这 两 种 行动 方针 之 间 进 行 的 
选择 ， 可 是 在 (3) 中 所 考虑 的 那 方面 问题 更 适宜 于 推广 ， 在 那里 
我 们 郑 虑 过 在 两 个 统计 假设 之 间 进 行 选择 . (它们 是 “这 种 随机 样 
本 取 自 有 2% 次 品 的 大 批量 ”及 “这 种 随机 样本 取 自 有 5% 次 品 的 
大 批量 ”.) 任 何 合理 选择 必须 正好 考 卉 到 使 过 去 的 经 验 与 将 来 的 
结果 相 一 致 。 事实 上 ,我 们 所 选 定 的 规则 是 顾及 了 这 两 种 考虑 的 . 

按照 我 们 的 规则 ,选择 要 由 一 组 清楚 说 明了 的 观察 (检验 > 件 
商品 及 在 # 件 检验 过 的 商品 中 被 查 出 来 的 次 品 数 ) 来 定 。 这 些 观 
察 产生 有 关 的 经 验 而 选择 以 这 经 验 为 基础 由 于 我 们 的 规则 在 观 
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察 的 基础 上 提出 假设 而 不 提出 别 的 东西 , 它 堪 称 为 归纳 规则 - 

我 们 的 规则 是 以 可 能 的 结果 为 目的 来 拟定 的 . 统计 学 家 不 能 
预告 任何 单个 应 用 规则 的 结果 .他 仅仅 能 预料 在 大 量 现象 中 规则 
最 终 将 如 何 起 作用 .如 果 由 这 种 规则 所 确定 的 选择 在 这 样 那样 情 
况 中 试 过 许多 次 ， 它 最 终 将 以 在 试验 中 出 现 的 这 样 那样 的 百分数 
形式 来 给 出 这 样 那 样 的 结果 。 我们 的 规则 是 以 许多 现象 的 长 时 期 
结果 为 且 的 来 拟定 的 . 

扼要 地 讲 ， 我 们 的 规则 是 用 在 统 讨 假设 之 间 进 行 光泽 的 ,是 以 


录 我 们 可 以 把 规则 春 作 具有 是 名 典型 猎 ， 我 们 就 会 有 一 个 对 统计 
学 家 都 是 在 做 什么 的 观念 ， 他 们 就 是 在 拟定 这 类 规则 . 

(事实 上 , 他们 试图 设计 出 这 类 “最 好 ”的 规则 ， 例 如 , 他 们 致 
力 于 设计 出 在 样本 容量 给 定 情况 下 把 各 种 不 利 影响 缩小 到 最 低 限 
度 的 机 会 。 样本 容量 的 大 小 关系 到 为 观察 所 花 的 劳动 与 成 本 , 亦 
即 ,如 样本 容量 过 大 , 则 为 观察 所 花费 的 劳动 与 成 本 也 就 大 . 

(5) 从 一 个 批量 中 进行 随机 取 祥 是 统计 研究 中 的 一 件 重要 工 
作 。 我 们 必须 在 此 讨论 关于 这 件 工作 的 另外 一 个 问题 ， 在 叙述 问 
nd sah eb 
得 基 个 末 于 ?的 信息， 我 们 从 这 批量 中 取 2 * 件 商 品 样本 ,我 们 在 样 
本 中 发 现 有 严 件 次 显 . 在 这 个 观察 基础 上 ,我 们 应 该 认为 ? 取 哪 个 
全 是 全 再 的 ? 

由 概率 定义 本 身 提出 一 个 明显 的 答案 。 然 而 由 于 问题 很 重 
要 ,值得 我 们 从 各 个 不 同 角 度 来 检查 。 

我 们 的 考察 给 出 一 个 关于 ?的 信息 。 具体 地 说 ,就 是 如 果 和 
磁 巧 蜡 于 堆 , 我 们 断定 ? 异 于 零 . 类似 地 , 如 果 闻 小 于 n, 我 们 断 
定 ?小 于 1 。 可 是 在 任何 情况 里 始终 是 个 未 知 量 并 且 0 与 1 之 
间 的 所 有 数 都 适合 于 p。 如 果 我 们 把 这 些 数 中 的 一 个 当 作 p, 我 
们 作 一 个 推测 ,采用 一 个 猜想 ,选择 一 个 统计 假设 。 

在 我 们 选择 之 前 让 我 们 考虑 一 下 我 们 选择 的 后 果 ， 如 果 我 们 
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有 一 个 关于 ”的 值 ,我 们 就 能 计算 事件 的 概率 ,事件 的 考察 结果 是 
我 们 的 不 可 钠 少 的 资料 。 我 的 意思 是 指 确切 地 求 出 在 ” 件 商品 的 
随机 样本 中 有 靖 件 次 品 的 概率 。 让 我 们 称 这 个 概率 为 P， 屠 来 
P 一 人 2)prG 一 人 一. 

了 的 值 依赖 于 p, 随 着 ?改变 , 可 能 大 或 可 能 小 ， 然 而 , 如 果 
一 个 被 观察 事件 的 这 个 概率 P 十 分 小 ， 我 们 必须 抛弃 所 依据 的 统 
计 假 设 ， 选择 这 样 一 个 马上 就 要 被 抛弃 的 , 靠不住 的 假设 会 是 加 
春 的 . 因此 让 我 们 选择 最 靠得住 的 , 抛弃 的 危险 最 小 的 假设 ， 亦 
即 让 我 们 选择 使 P 尽 可 能 大 的 ? 值 


现在 ,如 果 P 了 是 个 最 大 值 ，logP 也 是 个 最 大 值 ,因此 有 


这 等 式 给 出 


因而 , 作 某 种 若 虑 之 后 ,我 们 作出 从 一 开头 曾 想 这 样 作 的 选择 : 我 
们 选用 观察 的 相对 频率 m/w 作为 下 面 概率 ?的 适当 近似 值 ， 

然而 我 们 的 考虑 不 仅仅 是 听 圈 子 ， 我 们 能 从 这 个 考虑 中 学 到 
许多 东西 。 

让 我 们 从 审查 P 的 作用 开始 .这 个 P 是 某 个 被 观察 事件 E 
《在 样本 容量 中 有 w 件 次 品 ) 的 概率 . 这 个 概率 是 在 统计 假设 
H; 的 基础 上 算出 来 的 ， 统 计 假设 为 100p 是 这 批量 中 的 次 品 百 分 
数 。 概率 P 随 假设 HE《〈 随 ?的 值 ) 而 变 . P 越 小 , 越 不 可 接收 , 假 
设 H, 似乎 越 不 合理 . 于 是 这 使 我 们 把 看 作 表 示 假 设 如 的 似 
然 性 .这 术语 “ 似 然 性 "已 经 在 前 面 ( 在 57 (5) 段 ) 以 相同 意义 引用 
过 ,但 是 现在 我 们 可 以 更 清楚 地 看 到 引用 它 的 理由 . 

我 们 强调 在 各 种 可 以 接受 的 统计 假设 H,《 有 0 万 p 志 1) 中 
选择 一 个 , 关于 这 个 选择 要 使 P, 即 Hs 的 可 能 性 要 尽 可 能 大 .在 
这 个 选择 背后 有 一 个 原理 , 它 可 以 恰当 地 被 称 为 最 大 似 然 原理 , 它 


也 在 别 的 情况 里 , 比 我 们 的 情况 更 不 明显 的 情况 里 指导 统计 学 家 . 
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$9. 判断 非 统 计 猿 想 


为 了 从 几 个 方面 解释 相同 的 基本 情况 我 们 考虑 几 个 例子 . 

(1) 前 几 天 我 结识 了 一 位 叫 摩 尔 京 斯 坦 〈Morgenstern) 的 先 
生 . 这 名 字 不 很 常见 , 但 我 却 知道 . 曾经 有 一 位 德国 作家 摩尔 京 
斯 坦 , 我 很 喜欢 那个 人 的 荒唐 诗作 .还 有 , 噢 ! 对 了 , 我 的 住 在 乔 
治 亚 州 亚特兰大 的 堂 兄弟 新 近 在 马克 “' 摩尔 京 斯 坦 公司 顾问 工程 
师 办 事 处 开始 工作 . 

起 先 我 没有 去 注意 摩尔 京 斯 坦 先 生 , 然而 , 过 了 一 会 儿 , 我 听 
说 他 从 事 工程 事务 。 其 后 男 外 几 点 信息 泄漏 出 来 了 .我 听 说 我 的 
新 相识 的 教 名 是 马克 , 他 的 营业 所 在 乔治 亚 州 亚特兰大 。 现时 不 
相信 这 位 摩尔 京 斯 坦 是 我 堂 兄 弟 的 雇主 是 非常 困难 的 了 . 我 直接 
问 了 摩尔 京 斯 坦 先 生 并 得 知 是 那么 回 事 . 

这 个 平常 的 小 故事 是 极为 有 益 的 . (顺便 说 一 名 , 那 是 以 实际 
经 验 为 根据 的 ,但 是 名 字 被 改 掉 了 ,当然 还 删 一 些 无 关 的 情况 . ) 倘 
若 名 字 像 诸如 琼斯 或 史密斯 那样 十 分 普通 的 话 ， 两 个 不 同 的 人 正 
好 有 同样 的 名 字 不 是 不 可 能 的 .两 个 不 同 的 人 有 同样 的 教 名 与 名 
字 是 不 可 能 的 ， 特 别 是 像 马 克 “' 摩尔 京 斯 坦 那 样 一 个 怪 名 字 是 更 
不 可 能 的 . 两 个 不 同 的 人 有 相同 的 职业 , 或 在 同一 个 大 城市 有 居 
住地 不 是 不 可 能 .可 是 随机 地 找 来 的 两 个 不 同 的 人 会 有 同样 的 怪 
名 字 , 同一 个 永久 居留 地 及 相同 的 职业 是 很 不 可 能 的 . 偶然 相合 
是 难以 相信 的 ， 因 而 我 的 关于 新 相识 摩尔 京 斯 坦 先生 的 猜想 是 完 
全 合理 的 . 事情 结果 乔 清楚 之 后 是 对 的 , 但 是 这 实在 与 事例 的 是 
非 曲 直 没 有 多 少 关系 ， 我 的 猜想 是 合理 的 ,能 辩护 的 ,在 所 考虑 的 
概率 的 基础 上 是 可 证 明 的 ， 即使 我 的 猜想 弄 清楚 了 是 不 对 的 , 我 
也 没有 理由 会 为 它 而 感到 居 愧 ， 

在 这 个 例子 里 ,没有 明确 地 给 出 同 问题 有 关 的 概率 数据 ,但 是 
尽管 有 些 困难 还 是 可 以 得 到 一 个 关于 概率 的 粗粮 估计 . 

(2) 两 个 意外 相遇 的 朋友 决定 写 一 张 明 信 片 给 第 三 个 朋友 . 
可 是 他 们 不 很 确切 知道 他 的 地 址 。 两 人 记 起 城市 ( 它 是 巴黎 ) 和 街 
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道 ( 它 是 拉 斯 派 尔 林 荫 大 道 ), 但 他 们 俩 不 确实 知道 门牌 号 . “等 一 
下 , ”一 个 朋友 说 ,“ 不 要 说 话 ,让 我 们 细 细 想 想 ,在 我 们 各 自 认为 自 
已 已 经 想 出 来 的 时 候 就 把 门牌 号 写 下 来 .” 这 个 建议 被 接受 了 并 且 
结果 是 两 人 记 起 了 同一 个 门牌 号 : 拉 斯 派 尔 林 荫 大 道 79 号 ， 他 
们 把 这 个 地 址 写 在 明信片 上 ， 明 信 片 终于 送 到 第 三 个 朋友 那里 . 
地 址 是 对 的 . 

然而 采用 79 号 的 理由 是 什么 9 由 于 彼此 不 交谈 ,两 个 朋友 回 
忆 事 情 是 独立 的 。 他 们 俩 都 知道 拉 斯 派 尔 林 随 大 道 很 长 , 足 足 有 
至 少 可 数 到 100 幢 建 筑 物 . 因此 , 假定 两 个 数 碰 巧 相合 的 概率 大 
概 不 超过 1/100*?. 可 见 这 个 概率 是 很 小 的 ,由 此 , 两 人 都 想 出 79 
这 个 数 不 会 是 无 根据 的 完全 巧合 . 因此 可 以 相信 是 79 号 . 

《3) 按照 银行 的 报告 蔬 ， 上 个 月 底 我 的 活期 存款 的 余额 是 
331.49 元 。 在 我 的 票据 基础 上 我 也 以 同一 个 日 子 为 准 算出 我 的 余 
额 并 发 现金 额 相同 。 由 于 两 个 计算 的 这 种 一 致 性 使 我 满足 于 金额 
上 一 致 的 正确 性 .这 是 对 的 吗 ? 决 不 是 . 虽然 两 个 计算 得 到 同样 
结果 ,但 结果 可 能 是 错 的 并 且 一 致 性 可 能 是 由 于 碰巧 。 那 可 能 吗 ? 

金额 用 分 来 表示 是 一 个 有 五 位 数字 的 数 . 如 果 最 后 一 个 数字 
随机 地 选 , 它 刚巧 也 可 以 同 9 一 样 是 0 或 1 或 2,… 或 8, 所 以 最 
后 一 个 数字 必须 是 9 的 概率 恰好 是 1/10。 对 每 一 个 别 的 数字 也 
同样 是 这 样 的 .事实 上 ,如果 所 有 数字 都 随机 地 选 的 话 , 那 末 这 数 
可 以 是 下 列 数 中 的 任何 一 个 : 

000.00，000.01，000.02，…，999.99. 
在 此 显然 我 有 100,000 个 数 . 如 果 那 个 五 位 数字 的 组 合 , 33149， 
是 以 某 种 完全 随机 方法 产生 的 ， 所 有 这 样 的 组 合 能 机 会 均等 地 出 
现 . 再 者 ,由 于 有 100,000 个 这 样 的 组 合 , 必须 产生 预先 给 定 的 任 
何 一 个 的 概率 是 


村 
人 
100,000 10 


*) 原文 为 1/100, 一 一 译 者 注 
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按 此 情形 ,10 一 0.00001 是 很 小 的 概率 . 如果 试 图 用 如 此 小 
的 概率 去 产生 什么 影响 ， 没 有 一 个 人 会 在 最 先 一 次 试验 中 把 它 弄 
成 功 ,结果 容易 显得 希 咨 古怪 .然而 ,我 侄 不想 相信 我 的 慎重 的 银 
行 帐 目 会 有 什么 希奇 古怪 的 事情 发 生 . 说 那 是 一 种 巧合 是 难以 相 
信 的 ,所 以 我 不 得 不 作出 结论 ,两 个 计算 的 一 致 是 由 于 结果 的 正确 
性 ， 在 类 似 情况 中 通常 正常 人 一 般 地 会 这 样 想 的 , 并 且 仿照 前 面 
的 考虑 ,这 类 相信 似乎 相当 合理 . 

(4) 英语 同 哪 种 语言 的 关系 更 为 接近 2? 同 匈牙利 语 还 是 同 波 
兰 语 ? 只 要 很 少 的 一 点 语言 学 知识 就 足以 回答 这 个 问题 ， 但 是 按 
照 你 自己 的 意思 获得 答案 比 根据 某 本 书 来 接受 它 其 实 更 为 有 趣 ， 
此 处 有 通 向 答案 的 常识 . 

在 历史 的 进程 中 语言 的 形式 与 意思 都 起 了 变化 。 如 果 我 们 知 
道 同一 种 语言 在 不 同 的 地 区 可 以 发 不 同 的 音 就 能 理解 形式 的 变 
化 ,如 果 我 们 晓得 语言 的 意思 不 是 固定 不 变 的 , 而 是 变动 的 , 并 随 
上 下 文 的 意思 而 改变 ,我 们 就 能 理解 意思 的 变化 ， 然 而 ,在 第 二 方 
面 , 有 一 个 明显 的 例外 : 数字 人 〇 , @, GD, … 的 意思 决 不 会 有 一 点 
儿 的 改变 ， 这 是 一 个 相信 数字 在 语言 历史 进程 中 不 改变 它们 的 意 
思 的 充分 理由 ， 因此, 让 我 们 单独 以 数字 为 基础 作 语言 的 第 一 个 
比较 表 II 列 出 了 英语 、 波兰 语 、 匈牙利 语 及 七 种 其 他 近代 欧洲 
语言 的 前 10 个 数字 ,只 考虑 了 用 上 古 罗 马 人 使 用 的 字母 的 语言 (因而 
未 考虑 俄语 和 近代 希腊 语 )， 此 表 中 省 略 掉 一 些 (瑞典 语 ,德语 , 波 
兰 语 及 匈牙利 语 中 的 ) 发 音符 号 (重音 符号 , 表示 “ 字 应 读 作 * 音 
的 符号 ), 英 语 中 不 用 这 些 发 音符 号 . 

.， 考察 表 基 并 注意 在 不 同 的 语言 中 同一 个 数字 是 怎样 拼 的 ,我 
们 容易 看 出 各 种 相似 和 相合 的 情况 .前 五 种 语言 (英语 , 瑞典 语 ， 
丹麦 语 , 荷 兰 语 及 德语 ) 好 像 彼 此 很 相似 , 而 下 面 三 种 语言 (法 语 ， 
西班牙 语 及 意大利 语 ) 好 像 是 更 接近 于 相合 ; 因此 我 们 有 两 组 , 一 
组 由 五 种 语言 组 成 , 另 一 组 由 三 种 语言 组 成 。 可 是 这 两 组 好 像 还 
有 些 关 系 ; 可 以 观察 到 瑞典 语 ， 丹 麦 语 与 意大利 语 的 3 的 拼 法 相 
合 ， 或 英语 及 法 语 的 6 拼 法 相合 。 波 兰 语 在 某 些 方面 似乎 是 接近 
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于 1 十 种 语言 中 19 个 数字 的 拼 法 


语 | 荷兰 语 西班牙 语 | 意大利 语 | 波兰 语 


uno ledem | egy 


匈牙利 语 


onc jen en een | ein 

two |tva |to twee | zwei due dwa ketto 
three | tre tre drie |drei tre lrzy harom 
four | fyra | fire | vier | vier quattro leztery | ncgy 
five | fem | fem | vijf |funf cingue jpicc ot 

six Sex seks | zes sechs sei Fzesc hat 


seven | sju Syv | zevenl sicben| 


sette iedem | het 
eight | atta | otte acht | acht otto iem nyolc 
nove 


ni | ncgen| neun zicwicc | kilenc 


ticn dicci dziesiec | tiz 
一 组 ,而 在 另 一 些 方面 接近 于 另 一 组 ; 试 比较 一 下 瑞典 语 与 波兰 语 
的 2 ,西班牙 语 与 波兰 语 的 7， 然 而 匈牙利 语 显示 出 与 其 他 九 种 语 
言 的 随便 哪 种 都 不 那么 相合 . 这 些 观察 使 人 们 得 到 一 个 印象 就 是 
匈牙利 语 同 其 它 九 种 彼此 都 稍微 有 点 关系 的 语言 都 没有 什么 关 
系 . 具体 地 说 ， 这 就 是 对 我 们 开始 问题 的 回答 。 比 起 匈牙利 语 来 
英语 确实 像 是 更 接近 于 波兰 语 . 

然而 还 有 几 个 异议 .第 一 个 异议 是 “相似 ”与 “相合 ”是 意 恩 含 
糊 的 字眼 ;我 们 必须 把 我 们 的 意思 说 得 更 精确 些 .这 个 异议 指出 一 
个 正确 方向 . 按 它 的 提示 ,我 们 抛弃 一 部 分 证 据 以 便 使 留 下 来 那 部 
分 更 精确 .我 们 只 考虑 列 于 表 II 的 数字 的 开头 字母 我们 把 以 两 
种 不 同 语言 表示 同一 个 数 的 两 个 数字 作 比 较 ; 如 果 它 们 有 相同 的 
开头 字母 就 称 它们 为 "和谐 ”, 如 果 开 头 字母 不 同 则 称 为 “不 和 谐 ”。 
表 IV 包括 每 对 语言 的 和 谐 情况 个 数 ， 例 如 , 数 7 既 在 号 有 字 “ 西 ” 
的 同一 行 中 又 在 写 有 字 “ 波 ”的 同一 列 中 ， 它 指明 西班牙 语 与 波兰 
语 在 10 种 可 能 情况 中 确 有 七 个 和 谐 数字 . 读者 应 该 核查 这 一 点 
及 表 IV 中 的 几 个 其 他 内 容 . 表 IV 的 最 后 一 列表 示 每 种 语言 同 其 
他 九 种 语言 一 共有 多 少 种 和 谐 情 况 . 这 最 后 一 列 很 清楚 地 说 明 匈 
牙 利 语 的 孤立 地 位 . 它 一 共 只 有 八 种 和 谐 情况 而 对 其 他 九 种 语言 
来 说 和 谐 情 况 的 个 数 在 22 与 46 之 间 不 等 ， 
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表 IV 十 种 语言 中 数字 的 开头 字母 和 谐 数 


站 2 

训 w 

克 wwaw + 

藻 wm ee = 

到 ww 

六 cowr-uans 

中 whbeeww 

和 coo 
疡 


可 是 ,从 这 样 一 些 数据 得 出 任何 明确 的 结论 也 许 是 不 成 熟 的 : 
这 些 开头 字母 的 相合 可 能 出 于 偶然 。 人 们 容易 提出 这 种 异议 , 但 
不 容易 回答 。 偶然 性 可 能 会 通过 各 种 渠道 影响 字母 拼写 , 会 存在 
着 由 于 字母 与 发 音 之 间 决 不 是 严格 一 致 的 这 样 一 个 事实 所 引起 的 
侦 然 因素 ， 即 使 单独 一 种 语言 (具体 地 如 英语 ) 也 有 这 种 情况 . 更 
不 必 说 ,在 不 同 的 语言 里 相同 的 字母 常常 发 出 很 不 相同 的 音 , 另 一 
方面 , 不同 的 字母 往往 发 出 非常 相似 的 音 。 我 必须 承认 所 观察 到 
的 相合 不 是 没有 随机 因素 的 ， 可 是 问题 是 ， 像 我 们 已 经 观察 到 的 
那 种 相合 仅仅 是 由 于 碰巧 是 可 能 的 吗 ? 

如 果 我 们 希望 精确 地 用 数字 回答 这 个 问题 ， 我 们 必须 采用 某 
种 精确 的 用 数字 表示 的 确定 的 统计 假设 并 由 它 同 观察 的 结果 对 照 
中 得 出 结论 ， 可 是 ,选择 一 个 适宜 的 假设 不 是 太 明 显 的 .在 此 我 
们 考虑 两 个 不 同 的 统计 假设 . 

I 有 了 两 个 袋子 ， 每 个 袋子 装 26 个 球 ,每 个 球 标 上 英语 26 个 
字母 中 的 一 个 字母 ， 而 且 同 一 个 袋子 里 的 不 同 球 标的 字母 是 不 同 
的 。 我 用 两 只 手 同时 往 两 个 袋子 里 摸 ,每 个 绕 子 里 摸 出 一 个 球 。 
那样 摘出 来 的 两 个 字母 也 许 是 相合 的 或 是 不 相合 的 ; 它们 的 相合 
弄 得 同 写成 两 种 语言 的 同一 个 数字 的 开头 字母 的 相合 相像 (并且 
前 者 的 不 相合 弄 得 同 后 者 的 不 相合 相像 )。 一 次 相合 的 概率 为 
1/26. 
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HI 我们 再 把 两 种 不 同 语言 的 同一 个 数字 开头 字母 的 相合 同 
由 两 个 不 同 袋子 里 同时 摸 出 来 的 两 个 字母 的 相合 作 比 较 ， 两 个 袋 
子 又 用 相同 方法 装 满 标 上 字母 的 球 . 可 是 现在 每 个 袋子 装 100 个 
球 并 且 表 II 中 也 包含 着 100 个 数字 , 每 个 球 标 上 表 II 中 每 个 数 
字 的 开头 的 字母 ,这 样 , 球 上 标的 字母 同 数字 的 开头 字母 一 样 。 结 
果 发 现 相合 的 概率 为 0.0948. 

依据 这 两 个 假设 ， 前 十 个 数 的 对 照 弄 得 同 具有 相同 性 质 的 独 
立 摸 球 相像 . 

如 果 我 们 算出 适当 的 概率 就 能 把 两 个 假设 同 观察 进行 比较 . 
表 V 与 VI 包括 有 关 资 料 . 

表 V 把 实际 发 现 的 相对 频率 同 计算 出 来 的 概率 进行 比较 ， 表 
V 的 (2) 与 (3) 列 引 用 了 表 IV 中 所 芳 谍 的 所 有 45 对 语言 重合 现 
象 . 表 V 的 (4) 与 (5) 列 只 引用 了 由 匈牙利 语 同 其 余 九 种 语言 相 
配 所 形成 的 九 对 .为 了 具体 起 见 , 让 我 们 集中 到 关于 相合 数 大 于 、 
等 于 6 的 那 一 行 (x = 6)， 正如 (2) 列 所 示 这 种 相合 在 45 组 中 有 
九 组 .因此 , 观察 到 的 相合 组 数 大 于 等 于 6 的 相对 频率 是 9/45 一 
0.2, 这 么 看 来 , 这 么 许多 组 相合 的 却 只 比 按 假 设 荆 在 一 万 组 中 出 
现 一 组 的 机 会 及 按 假设 I 在 一 百 万 组 中 只 出 现 一 组 的 机 会 稍 多 一 
点 儿 , 分 别 见 《6) 及 (7) 列 . 表 V 的 其 他 行 也 有 类 似 情况 : 依照 随 

表 Y。 对 开头 字母 有 大 于 ,等 于 "组 相合 的 绝对 及 


相对 频率 以 及 概率 
DE G) (9 G) (6) OD 
频率 概率 
m 10 种 语言 9 种 语言 对 匈牙利 语 。 假设 世 ”假设 
0 45 1.000 全 1.000 1.000000 1.000000 
1 40 0.889 | 0.556 0.630644 0.324436 
2 35 0.778 名 0.333 0.243824 0.054210 
3 31 0.689 0 0.000 0.061524 0.005569 
4 25 0.556 0 0.000 0.010612 0.000381 
: 0 0.000 0.001281 0.000018 
6 9 0.200 0 0.000 0.000108 0.000001 
7 7 0.156 0 0.000 0.000006 0.000000 
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便 哪个 假设 都 显示 出 ,实际 上 已 经 观察 到 的 假设 却 认为 极 不 可 能 ， 
所 以 有 强 有 力 的 根据 去 推翻 两 个 假设 .可 是 (4) 及 (57 列 呈现 出 不 
辣 情况 : 依照 假设 1 观察 到 的 相合 表现 出 稍微 不 可 能 ,但 从 假设 
I 的 观点 来 看 它们 显得 极其 普通 , 极为 正常 。 由 表 V 所 得 到 的 印 
象 被 表 VI 确 证 了 : 如 果 我 们 考虑 所 有 45 个 语言 对 ,实际 观察 到 的 
相合 总 数 大 大 地 超过 了 我 们 在 假设 荆 基础 上 的 所 期 望 的 数 , 可 是 
如 果 我 们 只 考虑 匈牙利 语 同 其 他 九 种 语言 相配 的 九 对 ， 期 望 数 同 


表 VI 观察 到 的 与 理论 的 相合 总 数 
《假设 ID 


相合 组 数 误差 
观察 到 的 期 望 的 实际 的 标准 的 
10 种 语言 171 42.66 128.34 7.60 
9 种 语言 对 8 8.53 一 0.53 2.78 


匈牙利 语 


观察 到 的 数 就 接近 一 致 了 , 《依照 假设 1, 在 两 种 情况 里 我 们 有 更 
强 得 多 的 不 一 致 .) 

简 而 言 之 ,没有 明显 的 可 以 允许 我 们 把 表 TI 中 能 看 到 的 所 有 
相合 恰好 都 解释 为 “偶然 性 "的 迹象 ， 这 种 "相合 "现象 太 多 了 .可 
是 我 们 能 完全 合理 地 把 匈牙利 语 与 其 他 语言 的 相合 解释 为 偶然 性 
现象 。 这 是 因为 匈牙利 语 同 其 他 彼此 有 关 语言 没有 什么 关系 ,这 
点 已 经 得 到 证 实 . 

关于 这 个 例子 ,我 们 只 攒 不 多 的 观察 就 把 它 的 解释 证 明了 ,这 
一 点 很 关键 , 它 要 归功 于 概率 的 考虑 ， 解释 本 身 由 不 可 抗拒 的 排 
列 这 个 语言 学 证 据 所 证 实 . 

(5) 根据 适当 的 观察 (用 望远镜 和 分 光 镜 ) 我 们 可 以 断言 在 我 
们 地 球 外 壳 所 发 现 的 一 些 元 素 也 存在 于 太阳 和 一 些 星球 上 ， 这 个 
结论 是 建立 在 几乎 一 个 世纪 前 G . 克 净 乱 夫 〔G. Kirchhoff) 所 发 
现 的 物理 定律 基础 上 的 《粗略 地 讲 此 定律 是 说 发 光 敬 气 恰好 吸收 
它 放射 的 同类 光 )。 可 是 这 结论 也 用 到 概率 ,这 是 我 们 在 此 处 所 关 

。 98 ， 


心 的 一 点 。 我们 将 把 讨论 的 物理 部 分 化 简 为 一 张 略 图 . 


太阳 太阳 


铁 铁 
图 14.5 相合 


用 适当 的 装置 (一 块 楼 镜 或 一 个 绕 射 光 楼 7 我 们 能 发 现 太阳 光 
的 ( 即 太阳 光谱 的 ) 一 系列 光线 。 在 实验 室 里 我 们 也 能 发 现 某 些 物 
质 , 像 铁 ,在 高 温 汽 化 时 所 发 出 的 一 系列 光线 . (事实 上 ,太阳 光谱 
线 即 弗 劳 荷 费 Fraunhofer》 线 是 暗 的 ， 铁 光谱 线 是 亮 的 . ) 克 契 堆 
夫 测 出 60 条 铁 光谱 线 并 发 现 这 些 线 的 每 一 条 都 同 太阳 光谱 线 相 
合 .( 见 略图 14.5 或 《大 不 列 二 百科 全 书 》, 第 14 版 ,第 21 卷 , 覆 饰 
于 第 560 页 感光 板 上 的 图 3 . ) 如 果 我 们 假定 在 太阳 里 有 铁 则 这 些 
相合 是 完全 可 以 理解 的 .( 更 确切 地 说 ,如 果 我 们 假定 在 太阳 大 气 
中 有 铁 燕 气 ， 它 吸收 从 比 太阳 表面 还 要 高 的 温度 燃烧 着 的 太阳 中 
心 部 分 发 出 来 的 一 种 光 ， 这 些 相合 就 遵循 克 狠 堆 夫 的 关于 发 射 与 
吸收 的 定律 . ) 可 是 ,也 许 (此 处 又 有 那个 永存 的 对 抗 ) 这 些 相合 是 
由 于 碰巧 . 

这 种 对 抗 值得 认真 考虑 。 事实 上 , 没有 一 种 物理 观察 是 绝对 
精确 的 ， 我 们 认为 相合 的 两 条 线 实际 上 可 以 是 不 同 的 并 且 刚巧 彼 
此 塞 得 那么 近 ， 以 致 受 我 们 观察 精度 的 限制 使 我 们 没 能 看 出 它们 
的 差异 .我 们 必须 承认 任何 观察 到 的 相合 可 能 仅仅 是 一 种 表面 上 
的 相合 , 而 事实 上 还 有 一 些小 的 差异 。 然而 我 们 要 提 一 个 问题 : 
60 次 观察 到 的 相合 中 的 每 一 次 都 来 自 于 如 此 之 小 的 , 以致 依 所 使 
用 的 观察 手段 不 能 发 现 的 随机 差异 是 可 能 的 吗 ? 

克 契 霍 夫 记录 了 观察 到 的 接近 (任意 ) 厘 米 范 围 的 光线 。 并 估 
计 了 他 可 能 认 出 来 的 接近 他 的 范围 的 超过 1/2 毫米 的 差异 接近 
这 个 范围 的 两 条 相 邻 太阳 光谱 线 之 间 的 平均 距离 大 约 是 2 毫米， 
如 果 铁 的 60 条 光谱 线 随机 地 、 彼此 独立 地 投射 到 这 张 照片 上 , 屠 
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末 每 条 落下 的 光谱 线 与 一 条 太阳 光谱 线 的 距离 小 于 1/2 毫米 的 概 
率 该 是 多 少 ? 
通过 讲 一 个 更 熟悉 领域 里 的 等 价 问题 ， 我 们 使 这 个 问题 更 接 
近 于 它 的 解答 。 在 地 板 上 画 上 平行 线 ; 相 邻 两 条 线 之 间 的 平均 距 
离 是 2 英寸 .我 们 把 一 0 des 如 果 硬币 的 直径 
是 1 英寸 ,那么 每 次 硬币 盖 住 一 条 线 的 概率 是 多 少 " 


ELL 


图 14.6 等 中 离线 


依照 这 最 后 的 确切 陈述 ， 问 题 很 容易 回答 的 。 首 先 假定 地 板 
上 的 线 是 等 距离 的 (如 图 14.6 所 示 ) 因而 每 条 线 与 相 邻 的 一 条 相 
隔 2 英寸 .如 果 硬币 盖 住 一 条 线 , 则 硬币 的 中 心 至 多 在 相距 这 线 的 
1 英寸 处 ,因此 ,这 个 中 心 位 于 1 英寸 宽 的 一 长 条 中 的 某 处 , 这 长 

一 条 线 平分 了 (在 图 14.6 画 有 阴影 的 ). 显 然 , 拖 在 地 板 上 的 而 
币 必须 羡 住 一 条 线 的 概率 是 112， 把 三 币 往 地 板 上 搓 60 次 ,每 次 
者 能 盖 住 某 一 条 线 的 概率 是 ( 工 】. 

现在 假定 地 板 上 的 线 不 是 等 距离 的 ， 但 相 邻 两 线 之 间 的 平均 
距离 还 是 假设 为 2 英寸. 我 们 想像 原先 是 等 距离 的 线 由 于 连续 移动 
而 到 达 它们 现在 的 位 置 ， 如 果 一 条 线 (如 图 14.7 的 线 6) 被 移动 了 
以 使 它 与 下 一 条 件 线 的 距离 保持 大 于 1 英寸 则 硬币 盖 住 一 条 线 的 


图 14.7 不 规则 距离 线 
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机 会 保持 不 变 . 然而 ,如 果 线 是 那样 移动 的 (如 图 14.7 的 线 4) 使 
它 与 下 一 条 邻 域 的 距离 变 得 小 于 1 英寸 , 则 两 条 (加 阴影 的 ) 相 连 长 
条 就 重大 同时 硬币 盖 住 一 条 线 的 机 会 就 会 减少 。 因 此 所 求 概率 小 
于 (1/2)®. 

简短 地 讲 , 如 果 铁 光谱 线 随 机 地 投入 太阳 光谱 线 , 克 契 霍 夫 所 
观察 到 的 60 次 相合 的 概率 应 该 是 小 于 2 因而 小 于 10-* 或 

1 
1,000,000,000,000,000,000” 

在 这 章 开 头 我 们 已 经 引用 过 语录 的 作者 克 契 霍 夫 说 : “这 个 
概率 还 会 由 于 下 列 事实 而 使 之 更 小 ,此 事实 是 照 规则 ,一 条 给 定 的 
铁 光 谱 线 越 亮 , 则 对 应 的 太阳 光谱 线 就 越 暗 ， 因此 这 种 相合 必 为 
某 个 原因 所 致 ,一 旦 找 出 这 种 原因 ,就 可 以 对 观察 到 的 事实 给 以 加 
满 解释 .” 

《6) 下 面 例子 不 是 建立 在 实际 观察 基础 上 的 ， 但 是 它 却 解释 
一 种 常常 出 现 的 ,具有 代表 性 的 重要 情况 . 

在 同一 地 区 曾 用 两 种 不 同方 法 治疗 一 种 极其 危险 的 病 ， 我 们 
将 分 别称 为 “ 旧 疗 法 ”与 “新 疗法 ”.。9 个 得 到 旧 疗 法 医治 的 病人 之 
中 有 6 个 死亡 , 只 有 3 人 还 活着 , 而 11 个 接受 新 疗法 医治 的 病人 
之 中 只 有 2 人 死亡 ,9 人 还 活着 . 二 十 个 病例 清楚 地 列 于 表 VD. 

囊 VIL， 四 位 相关 丈 


一 看 这 张 表 就 会 给 我 们 一 个 印象 ， 关 于 所 列 的 观察 表示 有 力 
地 支持 新 疗法 . 死亡 的 相对 频率 是 
6/9 或 67% 用 旧 疗 法 
2/11 或 18% 用 新 疗法 。 
然而 ,在 慎重 考虑 之 后 ,我 们 也 许 会 怀疑 其 观察 数 是 否 大 得 足 
以 使 我 们 有 理由 相信 网 才 算出 来 的 百分数 , 67% 与 18%。 再 者 ， 
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事实 仍然 是 用 新 疗法 的 死亡 数 要 低 得 多 。 然 而 这 样 一 个 低 死亡 数 
可 能 由 于 偶然 机 会 ， 偶 然 机 会 怎么 会 容易 造成 这 样 -一 个 结果 ? 


这 个 最 后 的 问题 似乎 是 个 正确 的 问题 . 可 是 ,无论 如 何 , 这 


个 问题 在 得 到 回答 之 前 必须 提 得 更 清楚 些 ， 我 们 必须 解释 所 用 字 
“机 会 ”及 “这 样 ”的 确切 含义 ， 如 果 我 们 把 现在 的 病例 同一 个 合适 
的 磁 运气 游戏 作 比 较 ,“ 机 会 ”一 字 就 会 得 到 解释 关于 “这 样 一 个 
结果 ”一 语 的 令 人 满意 的 解释 ， 似 乎 如 下 所 述 : 我 们 考虑 所 有 结 
果 ， 在 这 种 结果 里 用 第 二 种 疗法 的 死亡 数 不 高 于 实际 观察 到 的 死 
计数 , 屠 末 我 们 终于 得 到 下 面 的 确切 陈述 , 


nt ni 能 的 人 六 、 
明确 : 旧 疗 法 与 新 疗法 之 间 的 差异 事实 上 没有 什么 关系 ， 无疑 地 
对 死亡 数 没有 什么 影响 ,而 观察 结果 不 过 是 由 于 机 会 . 
我 们 知道 所 求 的 概率 是 
1 


二 2 一 0.0399 一 一， 
25 


那 就 是 说 ,看 上 去 与 25 次 试验 中 大 约 有 一 次 机 会 所 产生 的 观察 结 
果 一 样 , 其 结果 是 支持 或 者 甚至 是 更 支持 新 疗法 ,因此 不 能 简单 地 
握 除 新 疗法 比 旧 疗法 优越 的 数字 证 据 , 但 是 它 实在 不 很 有 力 . 

为 了 把 这 类 事件 看 得 更 清楚 些 ， 让 我 们 对 一 个 情况 作 片刻 考 
虑 ， 在 这 类 情况 里 数据 会 使 我 们 得 到 一 个 概率 1/10,000 以 代替 
1/25。 这样 的 数据 会 使 人 非常 难以 相信 死亡 数 的 观察 差异 不 过 是 
le 5 但 古 这 半数 据 人 也 不 会 下 当地 证 明 新 疗法 的 优越 性 。 
论证 . ， 教 字 不 能 告诉 实际 上 这 个 差异 的 性 质 是 什么 ， 只 有 年 
青 的 或 体格 强健 的 人 接受 新 疗法 ， at he 
受 旧 疗 法 ， 在 医疗 上 支持 一 种 疗法 优 于 另 一 种 疗法 的 论证 会 是 极 
其 脆弱 的 . 
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(7) 我 想 读者 已 经 注意 到 这 一 节 前 面 六 个 例子 之 间 的 某 种 相 
似 .现在 该 把 这 种 相似 性 公布 出 来 并 用 一 般 术语 确切 地 陈述 了 。 
然而 我 们 与 其 接受 那些 主要 地 依靠 文字 的 哲学 家 的 例子 ， 不 如 尽 
可 能 接受 小 心地 把 有 关 细节 进行 对 比 的 博物 学 家 的 例子 。 在 讨论 
我 们 的 例子 的 时 候 , 我 们 研究 了 值得 注意 的 细节 ;如 果 我 们 不 去 小 
心地 考虑 有 关 的 细节 ,我 们 的 劳动 就 白费 了 . 

在 每 个 例子 里 有 相合 与 解释 (我 所 过 到 的 一 个 人 的 名 , 姓 ， 
职业 和 永久 居住 地 与 我 所 听 说 的 一 个 人 的 名 、 姓 、 职 业 和 永久 居住 
地 相合 ， 解 释 : 这 两 个 人 是 同一 个 人 一 一 两 个 不 同 的 人 记得 的 
或 算出 来 的 两 个 数 相合 解释， 由 两 个 人 独立 计算 所 得 到 的 数 是 
正确 的 一 用 两 种 不 同 语言 表示 同一 个 数 的 几 对 数字 的 开头 字 
母 相 合 。 解 释 。 两 种 语言 是 有 关系 的 一 一 在 实验 室 里 做 试验 所 观 
察 到 的 铁 光谱 的 亮 线 同 大 阳光 谱 的 某 些 暗 线 相合 。 解 释 ， 在 太阳 
的 大 气 里 有 铁 的 燕 气 .一 一 一 种 病 的 新 疗法 与 较 低 的 死亡 数 相 
合 。 解释: 新 疗法 更 为 有 效 .) 

同 这 些 特定 内 容 的 解释 形成 对 照 ， 解 释 的 性 质 随 着 例子 的 性 
质 而 改变 。 有 另外 一 种 在 所 有 例子 中 能 用 同样 术语 叙述 的 解释 : 
观察 到 的 相合 是 由 于 机 会 . 

特别 的 解释 不 是 没有 根据 的 ， 它 们 之 中 的 一 些 是 相当 令 入 信 
服 的 ， 但 是 它们 之 中 没有 一 个 是 逻辑 上 必然 的 或 是 严格 地 证 明了 
的 。 因此 在 每 个 例子 里 情况 根本 是 一 样 的 : 有 两 个 对 抗 猜想 , 一 
个 特殊 猜想 及 “普遍 可 用 ”的 “随机 ”假设 ,后 者 认为 相合 是 由 于 机 
会 的 结果 . 

然而 ,如 果 我 们 更 细致 地 考察 它 的 话 , 会 发 觉 “随机 假设 "是 仿 
糊 的 。 既然 机 会 能 按 不 同方 案 起 作用 。 那么 “这 个 结果 是 由 于 机 
会 ”这 一 说 法 就 是 模糊 的 。 如 果 我 们 希望 由 它 得 到 一 个 更 确定 的 
指示 ,我 们 必须 使 随机 假设 更 精确 , 更 特殊 ,必须 用 概率 术语 去 表 
达 它 , 简 而 言 之 ,我 们 必须 把 它 提高 到 统计 假设 的 地 位 上 来 。 

在 日 常事 务 中 ， 我 们 常常 怕 麻 烦 而 不 去 精确 地 叙述 统计 假设 
或 从 数量 上 计算 它 的 可 能 性 。 可 是 我 们 可 以 在 这 个 方向 上 走出 第 
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一 步 (如 在 例 (1) 中 ) 或 者 甚至 再 往 前 走 一 点 儿 《 如 在 例 (2) 或 (3) 
中 ). 然而 ,在 科学 问题 中 我 们 必须 清楚 地 叙述 所 包含 的 统计 假设 
并 如 例 (5) 与 (6) 所 示 那 样 ,按照 它 去 作 它 的 可 能 性 的 数值 估计 。 

从 一 般 的 因而 也 是 稍微 零乱 的 随机 想法 转变 到 一 个 特殊 的 统 
计 假 设 ,我 们 不 得 不 进行 选择 。 在 许多 情况 下 ,我 们 未 必 能 注意 这 
个 选择 的 问题 ， 因 为 我 们 可 以 只 想 出 一 个 足够 简单 并 相当 好 地 适 
应 情况 的 统计 假设 ;在 这 样 的 情况 里 所 选择 的 假设 显得 像 是 “很 自 
然 " 的 (如 在 例 (3), (5) 及 (6) 中 ). 在 另 一 类 情况 里 选择 就 是 很 
引 人 注 意 的 ; 我 们 的 确 无 法 立刻 看 出 一 种 既是 足够 简单 而 又 多 少 
“自然 地 ”适应 情况 的 统计 假设 , 因而 在 稍 作 跨 路 之 后 我 们 作出 选 
择 ( 如 例 (4) 所 示 ). 

终于 有 了 两 个 互相 对 立 的 对 抗 猜想 ， 一 个 非 统计 的 ， 让 我 们 
说 是 “物理 的 ”, 猜想 Ph 与 一 个 统计 假设 St 现在, 某 个 事件 E 已 
经 被 观察 到 了 . 这 个 事件 E 同 Ph 与 St 都 有 关系 , 并 且 是 那样 一 
种 关系 、 以 致 这 事件 的 发 生 可 能 影响 我 们 在 两 个 对 抗 猜 想 Ph 与 
St 之 间 的 选择 。 如 果 物 理 猜想 Ph 为 真 , E 容易 看 作 可 解释 的 ， 
它 的 发 生 是 容易 理解 的 。 在 最 清楚 的 情况 里 (如 例 (5) 所 示 ),E 被 
中 所 蕴含 , 是 Ph 的 结论 . 另 一 方面 ,从 统计 假设 8: 的 观点 出 发 ， 
事件 E 看 作 一 个 “相合 ”, 相 合 的 概率 ?可 以 在 假设 5: 的 基础 上 算 
出 来 。 如 果 得 知 互 的 概率 ”是 低 的 , 那 末 按 照 "机 会 " 即 按照 统计 
假设 5 事件 E 的 发 生 不 是 容易 解释 的 ; 这 就 削弱 了 我 们 对 8 的 
信赖 ,并 且 相 应 地 ,加 强 了 我 们 对 Ph 的 信赖 ， 另 一 方面 ,如 果 观 察 
到 的 事件 的 概率 是 高 的 , 按照 机 会 , 即 按照 统计 假设 51，E 可 
以 看 作 可 解释 的 ;这 就 稍微 加 强 了 我 们 对 St 的 信赖 并 相应 地 削弱 
了 我 们 对 Ph 的 信赖 ， 

应 该 注意 的 是 前 面 所 讲 的 同 我 们 在 $13.12 中 讲 过 的 关于 对 
抗 猜想 是 相符 的 ， 并 给 $12.3 所 讨论 的 合 情 推理 模式 增添 若干 精 
确 程度 . 

普遍 存在 的 随机 假设 对 任何 其 他 种 类 解释 来 说 是 多 中 取 一 的 
选择 。 这 似乎 是 深 深 地 扎根 在 人 的 本 性 之 中 . “ 它 是 故意 的 还 是 
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偶然 的 ?”“ 是 可 选 定 的 原因 还 是 仅仅 是 偶然 相合 ?” 这 类 问题 几乎 
在 每 次 辩论 或 审议 中 ,在 平常 的 闲谈 中 及 在 法 庭 上 ,在 日 常事 务 中 
及 在 科学 上 都 出 现 . 


$ 10. 判断 数学 猜想 


我 们 把 在 前 凡 章 里 处 理 过 的 几 个 例子 彼此 作 一 番 比 较 ， 还 同 
上 一 段 处 理 过 的 那些 例子 作 比 较 . 
(1) 让 我 们 来 回忆 一 下 在 $2.6 中 所 讲 的 惊人 发 现 的 故事 . 欧 


拉 研 究 了 无 穷 级 数 
be We ee Ss ee Wee eh ee 
4 4 16 25 7 


首先 他 发 现 这 个 级 数 的 各 种 变换 。 其 后 , 在 用 这 些 变 换 中 的 一 个 
的 时 候 ,他 得 到 一 个 级 数 和 的 近似 值 , 即 1.644934. 最 终 , 借 着 新 奇 
而 大 有 蛆 的 处 理 ， 他 猜测 级 数 和 是 /6. 欧 拉 自己 感到 他 的 处 理 是 
大 胆 的 ,甚至 是 有 异议 的 ,然而 他 有 充分 理由 相信 他 的 发 现 ， 由 数 
值 计算 所 求 得 的 值 1.644934 同 尽 可 能 取得 远 的 猜想 值 相 合 


2 
二 一 1.64493406.….。 


因而 欧 拉 是 自信 的 .可 是 这 种 自信 是 合理 的 吗 ? 这 样 一 种 自信 可 
能 出 于 机 会 。 

事实 上 ,这 样 的 相合 是 出 于 机 会 不 是 完全 不 可 能 的 ,可 是 在 出 
现 这 种 相合 的 一 千 万 次 中 只 有 一 次 机 会 : 按 简单 的 方式 解释 ， 机 
会 必须 产生 有 七 位 小 数 的 这 种 相合 的 概率 是 1077; 参阅 89 (3) 段 
及 例 11. 因此 我 们 不 应 该 责怪 欧 拉 丢弃 由 于 偶然 相合 的 解释 而 转 
向 他 的 猜想 一 /6. 最 终 他 证 实 了 他 的 猜想 ， 可 是 我 们 不 必 在 此 坚 
持 已 被 证 实 的 事实 : 不 管 有 没有 确认 ， 反 正 欧 拉 猜 想 本 身 不 仅 是 
辉煌 的 而 且 也 是 合理 的 . 

(2) 让 我 们 再 看 $3.1 并 特别 看 图 3.1, 那个 图 展示 出 九 个 多 
面体 ， 对 这 些 多 面体 的 每 一 个 我 们 确定 了 F, 了 及 巨 , 即 分 别 为 
面 数 ,顶点 数 及 棱 数 ,并 把 已 发 现 的 数列 在 一 张 表 里 ( 卷 1, 53.1 中 
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的 表 )。 然 后 我 们 看 到 一 个 规律 : 遍及 全 表 有 
卫 十 了 一 也 十 2. 

对 我 们 来 说 ， 这 样 一 个 不 变 的 规律 说 它 一 定 是 巧合 似乎 是 不 可 能 
的 ， 因 此 我 们 得 到 猜想 即 在 九 个 实例 中 观察 到 的 关系 一 般 说 来 是 
对 的 

在 这 个 推理 中 有 一 点 可 以 说 得 更 确切 些 : 这 样 一 个 相合 的 概 
率 是 多 少 ? 为 了 回答 这 个 问题 ,我们 必须 提 一 个 确定 的 统计 假设 . 
我 未 能 提出 完全 适合 情况 的 假设 ， 但 倒 有 一 个 同情 况 有 点 关系 的 
假设 ， 让 我 在 假设 F 一 1 一 X,V 一 1 一 Y, E 二 Z 的 背景 中 讲 
述 它 。 由 于 符号 的 变换 ,猜想 关系 得 到 形式 为 X 十 Y= 2Z。 

我 们 有 三 个 袋子 ,其 中 每 个 装 = 个 球 每 个 球 记 上 数 1, 2,3,… 
n。 从 每 个 线 子 里 摸 一 个 球 并 用 X,Y 与 Z 分 别 表示 是 从 第 一 , 第 
二 及 第 三 个 袋子 里 摸 出 来 的 球 上 所 标记 的 数 。 我 们 必须 求 得 由 机 
会 所 造成 的 三 个 数 X,Y 及 Z 之 间 的 关系 

X 十 了 Y 一 Q 


的 概率 是 多 少 ? 

往 三 个 袋子 里 摸 球 是 相互 独立 的 这 一 点 是 可 以 理解 的 ， 由 于 
有 了 这 个 条 件 所 求 概率 就 确定 了 ,并 且 我 们 容易 求 得 它 等 于 . 

n—l1 
22 ~ 

让 我 们 把 它 应 用 到 例子 上 去 ， 集 中 到 我 们 成 功 地 对 新 的 多 面 
体 证 明 假设 关系 的 时 刻 上 去 . 例如 , 在 我 们 起 先 审定 (在 $3.1 中 ) 
的 九 个 多 面体 之 后 我 们 提出 二 十 面体 例子 (在 53.2)， 对 二 十 面 
体 , 由 于 我 们 得 知 了 一 20,V 一 12, E 一 30, 因此 事实 上 

(一 1L) 二 (一 ID) 一 19 十 11 一 30 一 情 . 

这 不 过 是 随机 相合 吗 ? 应 用 我 们 的 公式 ， 取 >” 一 30 (我 们 确实 不 
能 使 ”小 于 30) ,于 是 求 得 这 样 一 个 事件 有 概率 


29 ~ -29 一 0.016111; 
2x30 ”1800 


即 它 有 比 60 次 中 发 生 1 次 的 机 会 稍 少 一 点 儿 的 希望 。 我 们 也 许 
106. 


路 踏 该 不 该 认为 猜想 关系 的 证 实 是 由 于 碰巧 .然而 如 果 我 们 成 功 
地 对 另 一 个 有 大 约 同 二 十 面体 一 样 大 的 F,V ,E 的 多 面体 证 实 猪 
想 关系 ,并 且 我 们 认为 应 该 把 两 个 证 明 看 作 是 相互 独立 的 , 那 末 我 
们 就 面 对 着 一 个 概率 小 于 (1/60)? 的 事件 (两 种 情况 的 共同 证 明 ); 
这 个 事件 有 比 3600 次 中 出 现 1 次 还 少 的 机 会 ,因而 甚至 是 更 难于 
用 碰巧 来 解释 了 . 如 果 继 续 不 断 地 证 明 下 去 , 我们 感到 不 得 不 所 
弃 解 释 为 碰巧 的 时 刻 迟 早 会 到 来 的 。 

《3)》 在 前 面 的 例子 里 我 们 不 必 过 多 地 强调 我 们 计算 的 概率 数 
值 ， 腊 懂 概 率 是 随 着 一 个 接 一 个 的 证 明 而 稳定 地 减少 我 们 的 疑虑 
可 以 比 算出 来 的 数值 更 有 助 于 指导 我 们 的 判断 ， 总 而 言 之 , 存在 
着 难以 提供 一 个 合适 的 统计 假设 的 一 些 情况 ， 并 且 在 这 些 情 况 下 
想 用 计算 法 给 出 所 包含 的 概率 是 不 可 能 的 ， 尽 管 概率 计算 还 是 可 
以 提供 有 益 的 暗示 。 

在 54.8 我 们 把 关于 两 数 平方 和 的 两 个 猜想 作 过 比较 。 我 们 
来 回忆 它们 分 别 为 猜想 4 和 猜想 BB， 猜想 4 我们 已 在 54.6 末尾 
发 现 的 ) 认 定 一 个 出 色 的 规则 ,此 规则 清楚 地 确定 一 个 有 某 种 形式 
的 整数 能 以 多 少 种 方式 表 成 四 个 奇数 的 平方 和 .。 猜想 B ( 巴 切 特 
(Bachet) 猜想 ) 认 定 任 一 整数 能 以 一 种 或 更 多 种 方式 表 成 四 个 平 
方 数 之 和 . 两 个 猜想 的 每 一 个 都 提出 关于 四 个 平方 数 之 和 的 预 
言 , 但 是 4 所 提出 的 预言 比 B 所 提出 的 更 清楚 。 为 了 强调 一 下 这 
一 点 , 让 我 们 把 一 个 完全 不 可 信 的 假设 考虑 一 下 。 假定 我 们 从 某 
个 (神秘 的 ) 来 源 得 知 ， 在 一 定 情况 下 。 表 示 数 有 相等 机 会 取得 
7 十 1 个 值 0; 1, 2,………，z 中 的 任何 一 个 值 ， 并 且 不 能 有 超过 > 
的 值 , r 是 一 个 很 大 的 数 ( 并 且 在 4 及 B 所 指定 的 两 种 情况 下 这 都 
应 该 适用 一 一 一 个 相当 不 合理 的 假设 )。 现 在 , 4 预告 表示 数 有 一 
个 确定 值 ; B 预告 它 大 于 0。 因此 , 在 那个 假设 的 情况 里 4 证 明 为 
真 的 概率 是 1/(r 十 1), 而 B 证 明 为 真 的 概率 是 r/(r 十 1), 事 
实 上 ,在 那个 情况 里 4 与 8 都 证 明 为 真 , 两 个 猜想 都 被 证 实 , 那 末 
产生 一 个 问题 ,哪个 证 明 提供 更 强 有 力 的 证 据 . 按 我 们 则 才 已 经 讨 
论 过 的 观点 来 看 ， 认 为 证 实 4 是 机 会 的 结果 要 比 证 实 B 的 困难 得 
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多 . 凭借 这 个 事实 (按照 在 本 章 所 讨论 的 所 有 类 似 的 例子 ) 证 实 更 
清楚 的 预告 4 要 比 证 实 较 不 清楚 的 预告 B 应 该 更 受 重视 . 在 $4.8 
没有 任何 明确 的 概率 考虑 ,我 们 也 得 到 了 同样 的 见解 。 
第 十 四 章 的 例题 和 注释 
第 一 部 分 

在 这 第 一 部 分 中 的 每 个 例子 都 是 参考 本 章 的 某 节 或 某 段 而 作 
的 , 并 提供 原文 所 省 略 的 公式 或 推导 。 解答 要 求 有 一 些 概率 演算 
知识 . 

1.[§3 (3)] 接受 $3 (3) 对 雨 夫 与 无 雨天 接续 的 描述 方案 。 为 
方便 起 见 ,代替 “无 雨 "说 “ 畏 "并 设 +,, s,, +, 及 s; 表示 概率 ， 

rr 为 一 个 雨天 之 后 接 一 个 雨天 的 概率 ， 

9 为 一 个 雨天 之 后 接 一 个 晴天 的 概率 ， 

rs 为 一 个 晴天 之 后 接 一 个 雨天 的 概率 ,及 

5 为 一 个 晴天 之 后 接 一 个 晴天 的 概率 . 

(a) 证 明 rr— rs se, 

《b)》 据 说 “一 个 雨天 接着 一 个 雨天 要 比 接着 一 个 无 雨天 更 容 
易 . "这 句 话 的 更 精确 意思 是 什么 ? 

2. [83 (4)] 据说 “每 个 字母 有 不 像 前 面 字母 的 倾向 .” 这 句 话 
的 更 精确 意思 是 什么 ? 

3.【[$5 (1)] 求 出 表 1 (3) 列 中 数 的 通 式 . 

4. [$5 (2)] 求 出 表 1(5) 列 中 数 的 通 式 . 

5. [$5 (3)] (a) 求 出 表 工 (3) 列 中 数 的 通 式 .《b) 如 果 有 系统 
偏差 ,为 了 查 出 它 , 就 要 确定 (4) 列 与 (5 ) 列 的 对 应 记录 《在 同一 行 
上 ) 的 差 ; 列 出 符号 . 

6. 【$7《1)] 如 果 一 个 试验 是 敌 三 粒 均匀 的 歌 子 ， 并 且 搓 出 每 
个 般 子 是 六 点 算是 一 次 成 功 ， 那 末 在 = 次 试验 中 有 = 次 成 功 的 概 
率 是 多 少 ? 

7. [$7 (2)] 在 $7 《1) 所 讲 的 关于 教士 伽 利 亚 尼 的 故事 的 各 种 
事件 中 , 哪 一 个 构成 角子 是 不 均匀 的 假设 的 最 强 有 力 的 证 明 。 
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8. [$7《3)] (a) 窟 下 得 到 数值 1.983 X1077 结果 的 公式 。 

(b) 成 功 概率 为 113。 求 出 315672 次 试验 提供 恰好 是 
315672/3 次 成 功 的 概率 ， 

9.[$8(1)] 关于 < 的 已 知 表 达 式 是 一 个 和 。 事实 上 , 这 个 和 
的 每 一 项 是 一 个 概率 : 是 关于 什么 事件 的 概率 ? 

10.[$8《〈《1)] 求 出 图 14.4 所 描述 的 曲线 拐点 的 横 坐 标 。 

11.1$9 (3)] 给 定 一 个 有 ?= 位 数字 的 数 。 一 个 有 ”位 数字 的 
序列 是 随机 产生 的 ,也 许 是 让 猴子 玩 加 法 计算 器 的 键盘 而 产生 的 . 
那样 产生 的 序列 必须 同 给 定数 相合 的 概率 是 多 少 ? [答案 可 以 由 
数学 上 来 确定 吗 ?] 

12.[$9 (4)] 解释 概率 0.0948 的 计算 。 

13.[$9 (4)] 求 表 V 的 (a) (6) 列 中 的 , (b) (7) 列 中 的 数 的 
通 式 . 

14. [$9 (4)] 解释 表 VI 的 相合 的 期 望 数 的 计算 : (a) 42.66， 
(b) 8.53. 

15.[$9《4)] 解释 表 VI 里 在 最 后 一 行 与 最 后 一 列 的 标准 偏差 
2.78 的 计算 . 

16. [$9 (5)] 为 什么 是 (1/2)%2 

17. [$9 (6)] 解释 概率 为 0.0399 的 计算 。 [推广 .] 

18. [$10 (2)] 导出 关于 所 求 概率 的 表达 式 (= 一 1)/2m。 


第 二 部 分 
19. 关 于 概率 的 概念 。$2 没有 定义 什么 “是 ”概率 , 它 不 过 试 


图 解释 概率 的 且 的 在 于 描述 什么 “长 时 期 ”相对 频率 ,“ 最 终 稳 
定 ” 相 对 频率 ,或 在 一 个 “非常 长 ”系列 观察 中 的 相对 频率 。 这 样 一 
个 系列 被 假定 有 多 长 是 未 讲 的 ,这 是 一 种 醇 忽 ，。 

然而 这 种 疏忽 在 科学 中 是 不 少见 的 . 拿 最 老 的 物理 科学 ， 力 
学 及 非 匀 速 直线 运动 的 定义 来 说 吧 : 速度 是 运动 质点 在 某 个 时 间 
区 阅 内 所 走 过 的 距离 除 以 时 间 区 间 的 长 度 ,倘若 时 间 区 间 是 “非常 
短 的 ” 话 。 这 样 一 个 区 间 被 假定 有 多 人 么 短 并 没有 讲 。 
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实际 上 ， 你 可 以 把 时 间 区 间 量 到 你 的 观察 手段 所 能 允许 的 那 
样 短 . 或 把 统计 序列 观察 到 你 的 观察 手段 所 允许 的 那么 长 ， 理 论 
上 你 可 以 通过 极限 。 物理 学 家 在 定义 速度 的 时 候 , 让 时 间 区 间 趋 
于 零 . R. 冯 ' 密 蹇 斯 《R. von Mises) 在 定义 概率 的 时 候 , 让 统计 
序列 的 长 度 趋 于 无 穷 。 

20. 为 什么 不 解释 概率 的 频率 概念 。D. Td. 在 检查 完 病 人 的 
时 候 摇 摇 头 ，(D。Tel. 的 意思 是 精神 感应 术 医 生 ; 虽然 道 到 了 医 
学 界 的 拼命 反对 ， 精 神 感应 术 的 施行 还 是 在 联邦 的 第 五 十 三 州 被 
法 律 所 认可 了 .)“ 你 得 的 病 很 重 ,”D. Te. 说 :“ 在 十 个 得 这 种 病 
的 人 当中 只 有 一 个 能 救 活 .” 当 病人 被 这 个 消息 环 得 够 哈 的 时 候 ， 
D. Ta. 继续 说 .“ 但 是 你 是 幸运 的 。 你 将 得 救 ,因为 你 找到 了 我 ， 
我 已 经 看 过 九 个 病人 了 ,他 们 都 死 于 此 病 .” 

也 许 D. Tal. 真是 这 样 想 的 . 他 的 祖父 是 一 个 水 兵 , 他 的 军 
舰 在 一 次 海战 中 被 炮弹 击 中 了 ， 他 祖父 就 把 他 的 脑袋 伸 出 舰 身 上 
被 炮弹 打 穿 的 洞 外 ， 并 感到 挺 保险 “因为 ,他 解释 说 “一 颗 炮 弹 
要 第 二 次 打 中 同一 点 是 很 不 容易 的 .” 

21. 一 个 负责 监督 某 个 地 区 选举 的 官员 发 现 , 在 第 一 个 早 腻 他 
检查 的 38 个 登记 中 有 30 个 是 伪造 的 . 一 家 日 报 宣布 在 那个 地 区 
至 少 有 99% 的 登记 是 正确 的 , 毫 无 可 疑 之 处 ， 按照 官员 的 观察 ， 
日 报 的 声明 怎么 能 站 得 住 脚 呢 ? 

22. 在 钟表 铺 的 橱窗 里 有 四 只 布谷 鸟 自 鸣 钟 ,都 走 着 .四 只 中 
的 三 只 与 另 一 只 相差 不 到 两 分 钟 : 你 能 相信 它们 所 指 的 时 间 吗 ? 
有 一 个 当然 的 假设 : 即 这 些 钟 原先 都 对 准 了 的 ， 但 它们 走 得 不 准 
《它们 不 过 是 布谷 鸟 自 鸣 钟 ) 并 且 只 有 一 只 有 毛病 . 如 果 是 那样 ， 
你 可 能 相信 那 三 只 钟 所 指 的 时 间 ， 然而 有 一 个 对 抗 猜 想 : 那 三 只 
钟 一 致 是 由 于 碰巧 . 这 样 一 个 事件 的 概率 是 多 少 ? 

23. 如 果 as, 2，,c, 4d, < 与 了 是 随机 选 出 的 整数 ,其 绝对 值 不 超 
过 一 个 给 定 的 正 整 数 a, 有 两 个 未 知 数 ,两 个 方程 的 方程 组 

Cx 十 87 一 上 
cx 十 57 一 于 
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方程 组 只 有 一 个 解 的 概率 是 多 少 ? 

34. 概率 与 间 题 的 解 。 在 一 个 纵横 字谜 里 两 个 (每 个 有 四 个 字 
母 ) 未 知 字 横 穿 过 一 个 有 5 个 字母 的 未 知 字 。 你 猜 中 有 5 个 字母 
的 未 知 字 是 TOWER ， 然 后 你 有 下 面 图 所 指明 的 情况 : 


[row | R 


日 


为 了 检验 你 的 猜测 ， 你 会 乐于 找 一 个 或 男 一 个 有 四 个 字母 的 字 与 
猜想 的 TOWER 交叉 . 在 交叉 处 的 字 的 一 个 可 以 证 实 为 0, 另 一 
个 为 E. 哪个 证 实 会 更 受 重视 ? 为 什么 
25. 有 规律 的 与 无 规律 的 。 比 较 两 列 数 : 
I I 

1005 1004 

1033 1038 

1075 1072 

1106 1106 

1132 1139 

1179 1173 

1205 1206 

1231 1239 

1274 1271 

1301 1303 
这 两 询 中 的 一 列 是 “有 规律 的 ,” 另 一 列 是 “无 规律 的 ” 有 规律 的 
那 列 包括 十 个 相继 的 常用 对 数 四 位 数 表 的 尾数 .无 规律 的 那 列 与 
有 规律 的 那 列 对 应 的 数 在 前 三 位 数字 上 相合 ， 可 是 第 四 位 数字 可 
能 是 不 可 靠 计 算 的 结果 : 它们 是 “随机 地 ” 选 出 来 的 . 哪 一 列 是 有 
规律 的 ? [指出 一 个 区 别 有 规 律 与 无 规律 的 一 般 方 法 . ] 
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26. 概率 演算 的 初等 规则 。 在 计算 概率 的 时 候 我 们 可 以 看 看 
全 部 可 能 情况 ， 并 直观 地 想 一 想 在 它们 中 间 没 有 一 个 必须 特殊 对 
待 , 或 者 我 们 可 以 按 规则 处 理 。 对 初学 者 来 说 重要 的 是 要 了 解 通 
过 这 两 种 不 同 途径 他 能 得 到 同 祥 结果 . 当 我 们 把 概率 论 看 作 纯 数 
学 理论 时 规则 是 特别 重要 的 . 在 下 一 章 里 规则 将 是 重要 的 ， 为 了 
所 有 这 些 理由 ， 让 我 们 在 此 用 袋子 和 球 ? 来 介绍 福 率 演算 的 初等 
规则 ， 参 阅 $3. 

袋子 里 装 ”个 球 . 其 中 有 些 标 上 一 个 4, 男 一 些 标 上 一 个 B， 
有 些 标 上 这 两 个 字母 ， 有 些 什么 也 不 标 . 《有 种 可 能 情况 及 两 
个 “特征 ”, 或 两 个 “事件 ”, 4 与 B.) 我 们 用 4 以 代替 没有 4 或 “ 非 
4”. 《我 们 把 一 当 作 否定 符号 , 但 把 这 符号 放 在 字母 项 上 ,而 不 是 
放 在 它 的 前 面 . ) 有 四 个 概率 ,四 种 球 . 

球 有 4, 但 没有 8. 我们 以 4B 表示 这 一 种 ， 并 以 a 表示 这 
种 球 的 个 数 . 

球 有 8B, 但 没有 4. 我 们 以 4B 表示 这 一 种 ,并 以 5 表示 这 种 
球 的 个 数 . 

球 有 4 与 两 者 。 我 们 以 4B 表示 这 一 种 , 并 以 < 表示 这 种 
球 (4 与 8 共同 的 ) 的 个 数 . 

既 没 有 4 也 没有 8 的 球 ,我 们 以 48 表示 这 一 种 ,并 以 4 表示 
这 种 球 (与 有 4 或 有 8 的 那些 不 同 ) 的 个 数 . 

因此 ,显然 有 

a+b+ect+d=p. 

我 们 设 Pr{ 4} 为 4 的 概率 的 缩写 字 , Pr{B} 是 8 的 概率 的 缩 

写字 . 用 这 种 符号 表示 ,显然 可 得 


区 证 二 卫 十 < 
Pr{A} 2 Pr{B} 
设 Pr{4B} 为 “4 与 B 的 概率 ”, 即 4 与 8 一 起 出 现 的 概率 . 
显然 有 


1) 我 们 仿 轨 日. 庞 加 莱 ，< 概 率 演 算 * 《H. Poincaré, Calcul ges probabilités), 
35~39 页 . 


“Hs 


Pr{4B} = £. 
p 


设 PA4 或 B} 为 得 到 4, 或 B, 或 4 与 两 者 ?的 概率 ， 显 
然 有 


Pr4 或 村 一 全 二 二 


我 们 容易 看 到 
Pr{A4}+ Pr{B} 二 PNA4B} 十 Pr{4 或 B}， 

因此 可 得 我 们 的 第 一 个 初等 规则 (“或 ”规则 ): 
(1) Pr{4 或 B} 一 PrfL4} 十 PrLB} 一 Prf4B}。 

现在 我 们 要 定义 条 件 概率 Prt4/B}， 即 : 如 果 B( 假 定 B， 
假设 B, 依据 条 件 B, 依据 假设 B,…*) 4 的 概率 ， 这 个 概率 也 有 
表示 长 时 期 相对 频率 的 意思 .正如 32 (1) 段 详 细 描 述 的 那样 ,我 
们 重复 在 袋子 里 摸 球 ,每 次 摸 一 个 , 在 摸 下 一 个 之 前 , 把 已 经 摸 出 
来 的 那个 放 回 绕 子 里 去 ， 可 是 我 们 只 考虑 具有 B 的 球 。 如 果 在 前 
7 个 这 样 摸 出 来 的 球 中 间 ， 有 m 个 也 有 一 个 4 的 球 , 则 m/n 是 相 
对 频率 ， 当 充分 大 时 , 它 应 该 近似 等 于 Pr{ 4/8}， 似乎 相当 明 
显 地 有 


.Pr{A/B} 一 


bp+e S 
事实 上 , 在 5 十 c 个 有 B 的 球 中 间 有 < 个 有 4 的 球 ; 也 可 以 重复 
$2 (1) 的 推理 ; 从 某 种 观点 来 看 ; 我 们 也 可 以 把 Pr 4/B} 的 表达 
式 看 作 定义 .无 论 如 何 ， 比较 所 包含 的 概率 表达 式 ， 我 们 容易 得 
知 
Pr{A/B} = Pr{ AB}/Pr{B}. 
把 4 与 8 交换 , 我 们 得 到 第 二 个 初等 规则 (“与 规则): 
1) 字 “ 或 ”有 两 个 意思 ， 它 们 不 能 被 英语 ， 或 其 他 近代 欧洲 语言 充分 地 区 别 开 来 。 
《然而 它们 能 被 拉丁 语 稍 加 区 别 . ) 我 们 可 以 “排他 地 ”或 “包含 地 ”用 “或 ”. “你 
可 以 去 海 私 或 去 电影 院 ”( 不 去 两 个 地 方 ) 是 排他 的 “或 ”《 拉 丁 语 中 的 “aut”). 
“你 可 以 去 海滩 或 有 许多 糖果 "是 包含 的 “或 "， 如 果 你 的 意思 是 “一 种 或 另 一 种 
或 两 者 ”的话 .在 法 律 或 财政 文件 里 包含 的 “或 ?是 写 为 “与 /或 ”拉丁 语 中 的 
“velm). 在 Pr{4 或 B} 中 我 们 指 的 是 包 合 的“ 或” 
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(2) PriAB} = Pr{A}Pr{ B/A} = Pr{ B}Pr{ A/B}. 

我 们 能 从 (1) 与 (2) 导出 许多 其 他 规则 .注意 到 

Pr{4 或 4}== 1， Pr{AA} = 0, 
拿 4 代 B, 由 (1) 得 
(3) PrL4y 十 Pr4) 一 1， 
当然 我们 也 可 以 直接 看 出 这 个 结果 . 类 似 地 ,由 于 
PrAB 或 4B} 二 Pr{B}, Pr{(4B)(AB)} = 10, 

用 4B 代 A4,AB 代 B, 由 (1) 可 得 
(4) Pr{B} = Pr{AB} + Pr{AB}. 

在 此 我 们 注意 下 面 (2) 的 推广 : 
(5) Pr{AB/H} = Pr{A/H}PA{B/HA} = PrA{B/H}PrA{A/HB}.. 
借用 袋子 与 球 我 们 也 能 把 (5) 式 形象 化 . 

27. 独立 .如果 一 个 事件 的 发 生 (或 不 发 生 ) 对 另 一 个 事件 发 
生 (或 不 发 生 ) 的 机 会 没有 影响 ， 我 们 就 称 这 两 个 事件 彼此 独立 。 
然而 ,暂且 不 管 这 个 非 正式 定义 而 考虑 下 面 两 个 正式 定义 。 

《1) 如 果 

Pr{A/B} = Pr{A/B}, 

则 4 被 称 作 独 立 于 了. 

《ID 如 果 

Pr{A/B} = Pr{A/B} = Pr{A}, 
Pr{B/A} = Pr{B/A} = Pr{B}, 

则 4 与 被 称 作 相互 独立 . 

显然 ， 如 果 4 与 巨 是 相互 独立 的 , 则 4 独立 于 BB. 应 用 例 26 
的 规则 ,证 明定 理 : 如 果 概 率 Pr{4}，Pr{B}，Pr{4}，Pr{ 巨 } 中 
没有 一 个 为 办 并 且 两 个 事件 4 与 中 的 任何 一 个 是 独立 于 昂 一 个 
的 ， 则 它们 相互 独立 - 

28. 把 $3《5) 与 例 27 作 一 个 比较 。 

29. 一 辆 从 M 城 开 往 六 城 的 卡车 可 以 经 过 4 城 , 也 可 以 经 过 如 
城 。 图 14.8 所 示 的 两 种 公路 系统 (DT) 与 (ID) 都 是 真实 的 。 先 按 
假设 (ID 表示 MM 城 与 N 城 之 间 全 部 公路 系统 ,然后 按 假 设 (I) 表 
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AN N 
1) B (11) 5 
A A 
M M 


图 14.8 ”从 MM 城 到 NN 城 的 两 个 公路 系统 有 本 质 区 别 
示 同 样 情形 ,回答 下 面 的 问题 (a), (b) 及 《co). 

《a) 设 4 表示 一 辆 从 M 城 开 往 入 城 的 卡车 经 过 4 城 的 事件 、 
B 表示 它 经 过 B 城 的 事件 . 假设 (对 两 个 系统 (D) 及 (ID) 由 M 城 
出 发 的 三 条 公路 可 以 走 的 机 会 均等 《有 相同 的 概率 ) 并 且 假 设 公 
路 终止 于 N 城 (在 (I) 中 有 两 条 ， 在 〈ID) 中 有 6 条 ?， 走 的 机 会 
均等 。 求 概率 Pr{4}, Pr{4/B}, Pr{4/B}, Pr{B}, Pr{B/4}, 
Pr{B/A}. 

《b) 应 用 例 26 的 规则 (2) 求 Pr{4B}. 

《c) 证 明 

Pr{A} = Pr{B}Pr{A/B} + Pr{B}Pr{A/B}, 
Pr{B} = Pr{A}Pr{B/A} + Pr{A}Pr{B/A}. 

〈d) 你 认为 (D) 与 (ID 之 间 最 重要 的 差别 是 什么 2 

30. 来 自 概率 的 排列 ，# 名 参加 者 必须 在 一 场 体育 比赛 中 表 
现 他 们 的 技能 ， 为 了 决定 比赛 次 序 ， 把 每 人 的 名 字 写 在 一 张 纸 片 
上 ， 然 后 = 张 纸 片 被 一 张 接 一 张 随机 地 从 帽子 里 摸 出 来 。 ”个 名 
字 必 须 按 字母 顺序 出 现 的 概率 是 多 少 ? 

我 们 提出 两 个 解 ,并 从 它们 的 比较 中 引出 结论 . 

(1) 称 E, 为 第 一 张 摸 出 来 的 纸 片 也 是 按 字母 顺序 的 第 一 个 
字母 的 事件 , E; 为 第 二 张 摸 出 来 的 纸 片 也 是 按 字 母 顺序 第 二 个 字 
母 的 事件 ,等 等 。 所 求 概率 是 

Pr{E, E; 局 五。 
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= Pr{BE}Pr{ E/E} Pr{ E/EE)}-.. -PA{E./E,.*E,.-,} 
Sd 1 1 1 
入 省 1 1 
事实 上 ,借用 规则 (2) 与 例 26 的 (5 ) 我 们 得 到 第 一 个 变换 ,同时 
借 观 察 对 E, 有 7 种 可 能 情况 ,对 已 , 之 后 的 B: 有 ?一 1 种 可 能 情 
况 , 对 E, 与 ,之 后 的 E 有 *# 一 2 种 可 能 情况 , 等 等 , 这 样 看 来 ， 
对 这 些 事件 的 每 一 个 ,只 有 一 种 允许 情况 ,我们 得 到 第 二 个 变换 . 
《2) 称 P, 为 # 件 不 同 物件 的 所 有 可 能 排序 (排列 , 线性 排 
列 ,…*) 数 .个 名 字 能 用 P， 种 方式 从 帽子 里 摸 出 来 ,这 P, 种 可 
能 情况 中 没有 一 种 比 别 的 更 特殊 , 在 这 P, 种 情况 中 只 有 一 种 是 允 
许 的 (字母 顺序 )， 因 此 ,所 求 概率 为 1/P,， 
(3) 在 (1) 与 (2) 之 下 导出 来 的 结果 必定 相等 ， 因 此 使 它们 
相等 ,我 们 求 得 P, 的 值 : 
Po 一 1.2.3…2 一 21 
31. 来自 概率 的 组 合 。 史 密斯 太太 买 了 = 个 鸡蛋 ,她 不 晓得 这 
些 鸡 蛋 中 有 7 个 是 臭 的 ， 她 需 用 * 个 鸡蛋 , 于 是 就 在 她 的 = 个 鸡 
看 里 随机 地 挑 了 7 个 。 所 有 挑 出 来 的 > 个 鸡蛋 都 是 臭 的 概率 是 多 
少 ? 
如 例 30 所 示 , 我 们 提出 两 个 解 并 从 它们 的 比较 中 引出 结论 . 
(1) 称 E, 是 史密斯 太太 打开 的 第 一 个 鸡蛋 是 自 的 事件 ,EE 
是 第 二 个 鸡蛋 是 臭 的 事件 ,等 等 。 所 求 概率 是 
Pr{E, E, BE 
一 Pr{E,} Pr{ E/E} Pr{ E/E,E}:**Pr{E,/E**E,A} 
ne 1 
n 2 一 1 区 一 2 nn 一 + 十 1 
第 一 个 变换 由 规则 (2) 及 例 26 的 (5) 得 之 ,第 二 个 变换 是 从 
对 BE，, 对 E, 之 后 的 E; 等 等 的 可 能 的 和 人 允许 的 情况 的 考虑 后 得 
之 。 
《2) 我 们 有 ” 件 不 同 东 西 的 集合 .从 这 = 件 东 西 中 选 出 任何 
z 件 东 西 形成 一 个 容量 为 > 的 子 集 : 称 Cs 为 所 有 这 种 子 集 数 ， 
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(通常 Cs 被 称 为 从 # 件 东 西 中 选 出 件 的 “组 合 " 数 . ) 在 史密斯 
太太 的 鸡蛋 例子 中 ,有 C5 种 可 能 情况 ,没有 一 个 比 别 的 更 特殊 ,并 
且 在 这 Cs 种 情况 里 只 有 一 种 是 允许 的 (例如 全 拿 到 臭 鸡蛋 是 “ 允 
许 " 的 )， 因 而 所 求 概率 是 1/ C5. 

(3) 比较 (1) 与 (2) ,我 们 求 得 Cs 的 值 : 

cr "(nr 十 1) nl -(’). 
2 .7 ri(z— 7r)! 

32. a 一 个 例子 . 一 个 人 在 其 个 日 
子 从 他 的 储蓄 帐 里 取 回 875 元 ,而 另 一 个 人 在 两 天 后 收 到 875 元 . 
这 两 个 金额 相合 ,一 个 取出 , 另 一 个 收 到 ,可 以 看 作 间接 证 据 , 看 作 
犯 了 罪 的 一 种 迹象 ;参看 例 13.6， 如 果 陪 审 团 感到 太 难 以 相信 这 
种 相合 是 由 于 巧合 , 结果 就 会 定罪 。 因而 问题 是 : 这样 一 种 相合 
的 概率 是 多 少 ? 概率 越 小 ,把 相合 归 之 于 机 会 就 越 困难 ,对 被 告 的 
控告 理由 就 越 有 力 . 

然而 由 于 没有 采用 一 个 确定 的 统计 假设 我 们 不 能 用 数字 计算 
概率 .我 们 应 该 采用 哪个 假设 ”在 一 桩 重大 案件 里 我 们 必须 严肃 
考虑 这 样 一 个 问题 .让 我 们 来 统 观 几 个 概率 . 

《1) 由 于 数 875 有 三 位 数字 ,我 们 可 以 把 有 不 多 于 三 位 数字 
的 正 整数 看 作 是 “有 资格 的 ”, 并 把 它们 看 作 有 同等 资格 . 随机 地 ， 
彼此 独立 地 选 ， 两 个 这 样 的 数 必须 相合 的 概率 显然 是 1/1999。 这 
个 概率 是 很 小 的 一 一 但 是 构成 它 的 计算 基础 的 假设 是 合理 的 吗 ? 

(2) 由 于 875 比 五 位 数字 少 , 我 们 可 以 把 所 有 少 于 五 位 数字 
的 正 整 数 看 作 有 同样 资格 的 。 这 导致 相合 的 概率 为 1/9999. 这 
个 概率 事实 上 是 非常 之 小 ,但 是 我 们 的 假设 是 牵强 附会 的 ,甚至 是 
视 同 儿戏 的 . 

(3) 如 果 细 节 显得 那么 重要 ， 法 庭 可 以 下 令 调查 银行 的 帐 短 
或 传 银行 的 一 个 主管 入 员 来 作证 .因此 在 取出 金额 为 875 元 之 前 
总 额 为 2581.48 元 的 钱 已 存在 帐 上 这 一 事实 立刻 被 查实 了 . 由 于 
据 有 这 个 有 关 情 报 ， 我 们 认为 从 帐 上 已 经 取 加 金额 为 1, 2, 3,… 
2581 的 情况 是 可 能 的 并 且 是 机 会 均等 的 。 这 些 情况 中 只 有 一 个 ， 
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875, 必须 被 称 作 允许 的 ,因此 我 们 得 到 相合 的 概率 为 1/2581， 这 
是 一 个 小 概率 ,但 是 我 们 的 假设 可 能 是 相当 实际 的 。 

(4) 我 们 不 仅 要 考虑 到 成 元 地 取 钱 , 而 且 也 得 考 虚 到 像 
875.31 元 那样 成 分 地 取 . 如 果 我 们 把 所 有 这 些 情况 都 看 作 是 同样 
可 能 的 ， 则 相合 的 概率 就 变 为 1/258148。 这 是 一 个 非常 小 的 概 
率 , 但 我 们 的 假设 会 显得 不 太 实在 : 从 活期 存款 中 像 875.31 元 那 
样 成 分 地 取 钱 要 比 从 定期 存款 中 取 更 为 常见 . 

(5) 相反 ， 有 人 要 争论 说 从 定期 存款 中 取出 来 的 数额 通常 是 
可 以 被 100, 或 50, 或 25 整除 的 “ 整 ” 额 . 现在 875 可 以 被 25 整 
除 。 如 果 只 把 25 的 倍数 看 作 是 允许 的 , 并 且 是 机 会 均等 的 , 所 讨 
论 的 概率 就 变 为 1/103. 

当然 ,我 们 还 能 想像 出 别 的 并 且 更 复杂 的 方法 去 计算 概率 ,但 
我 们 不 必 过 分 强调 这 样 一 个 简明 的 例子 ， 如 果 读 者 此 刻 已 经 能 够 
看 出 下 面 两 点 ,就 算 达 到 例子 的 目的 了 . 

(a) 虽然 所 讨论 的 五 个 假设 中 的 几 个 会 比 其 他 几 个 似乎 更 可 
接受 ,但 是 没有 一 个 明显 地 优 于 其 他 几 个 ,并 且 几 乎 没有 希望 找到 
一 个 在 每 一 方面 会 令 人 满意 并 可 能 认为 是 最 好 的 假设 . 

(b) 所 考虑 的 五 个 假设 中 的 每 一 个 认为 实际 观察 到 的 相合 只 
有 相当 小 的 概率 ， 因 而 ， 从 整体 来 看 ， 我 们 的 考虑 确认 常识 的 见 
解 :“ 难 以 相信 这 种 相合 是 由 于 巧合 .” 

33. 一 个 对 抗 令 计 儿 起 的 选 笃 ， 一 般 看 法 。 让 我 们 试 着 由 ( 鲍 
32) 考虑 过 的 特殊 例子 来 研究 更 一 般 的 情况 。 我 们 考虑 在 $14.9 
《7) 讨论 过 的 一 般 情况 。 一 个 事件 E 已 经 发 生 并 已 被 观察 到 。 关 
于 这 个 事件 ， 有 两 个 互相 对 立 的 对 抗 猜 想 ， 一 个 “物理 的 ”猜想 P 
及 一 个 统计 假设 有 也。 如 果 我 们 接受 物理 猜想 P，E 是 容易 解释 的 
并 且 不 是 没有 理由 地 可 解释 的 . 如 果 我 们 接受 统计 假设 恕 , 我 们 
就 能 计算 像 E 这样 的 一 个 事件 发 生 的 概率 p。 如 果 p“ 小 ”， 我 们 
会 被 诱导 去 拒绝 统计 假设 瑟 .。 无论 如 何 ， 小 的 ?削弱 了 我 们 对 五 
的 信任 并 因此 稍微 增强 我 们 对 对 抗 猜 想 P 的 信任 . 

然而 例 32 使 我 们 得 知 统计 假设 五 的 特性 在 所 叙述 的 推理 中 
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起 一 定 的 作用 ,统计 假设 太 可 以 显得 那么 不 自然 、 不 适当、 牵强 附 
会 . 似 同 儿戏 、 粗 劣 、 从 一 开头 就 不 可 靠 . 或 者 态 可 以 显得 那么 自 
然 ` 适 当 、 实 在 \ 合 理 、 本 来 就 可 靠 . 

现在 ， 在 假设 号 的 基础 上 算出 来 的 事件 王 的 概率 ”可 以 是 如 
此 之 小 ,以 使 我 们 拒绝 右 : P 的 一 个 对 手 退出 竞争 .这 增加 了 P 的 
希望 一 一 但 是 可 以 增加 很 多 希望 ,也 可 以 只 增加 那么 一 点 儿 和 希望 : 
这 要 由 对 抗 的 特性 来 决定 . 如果 统 计 假 设 妃 在 我 们 通常 看 来 像 是 
适当 的 并 且 是 可 靠 的 ， 那 末 互 就 是 一 个 危险 的 对 手 并 且 它 的 失败 
就 会 使 人 感到 增强 了 P.。 然而 ， 如 果 五 在 我 们 看 来 像 是 不 适当 的 
并 从 一 开头 就 是 不 可 靠 的 , 那 末 媚 就 是 一 个 屏 弱 的 对 手 ; 它 的 失败 
不 会 令 人 感到 意外 并 且 几 乎 一 点 儿 也 没有 增强 P. 

给 定 一 个 清楚 的 统计 假设 互 之 后 ， 事 件 互 的 概率 p 就 被 确定 
了 ,同时 统计 学 家 就 能 计算 它 .。 可 是 统计 学 家 的 用 户 , 他 也 许 是 一 
个 生物 学 家 ,或 心理 学 家 ,或 实业 家 ,或 任何 其 他 非 统计 学 家 ,他 必 
须 决定 在 他 的 情况 里 这 个 数值 # 的 意思 是 什么 他 必须 决定 多 小 
的 ?就 足以 拒绝 或 削弱 统计 假设 马 ， 然 而 用 户 通常 恰恰 不 会 直接 
对 统计 假设 二 有 兴趣 : 他 原来 就 参与 了 对 抗 的 “物理 的 ”假设 P。 
而 且 他 必须 决定 H 的 拒绝 或 削弱 在 增强 了 的 过 程 中 会 占 多 大 份 
量 ， 这 个 最 后 的 决定 显然 不 能 单独 由 数值 来 定 : 它 确实 依赖 于 
五 的 选择 ， 

我 恐怕 统计 学 家 的 用 户 ， 当 他 想 利用 由 统计 学 家 提供 的 数值 
?时 ,由 于 他 不 了 解 统计 假设 态 对 他 的 问题 的 重要 性 ,因而 恰好 欺 
骗 了 他 自己 。 如 果 他 不 知道 他 的 物理 猜想 P 也 会 面 对 不 相同 的 统 
计 假 设 互 的 话 ,很 难说 他 会 了 解 互 的 用 意 何在 。 参 阅 例 15.5， 
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第 十 五 章 ”概率 演算 与 合 情 推理 逻辑 


要 估计 由 归纳 而 得 到 正确 结果 的 概率 是 困难 的 . 
一 一 拉 普 拉 斯 ” 
由 归纳 而 得 的 结论 如 果 被 人 们 所 公认 ,那么 它 正 确 的 概率 是 很 
大 的 ;但 是 , 当 和 人 们 要 求 我 们 指出 它 的 程度 时 ,我 们 却 不 能 。 常 识 告 
诉 我 们 ， 有 些 归 纳 论 据 比 别 的 更 强 有 力 ， 而 且 有 些 是 十 分 有 力 的 . 
但 是 我 们 不 能 说 出 强 多 少 或 有 多 强 . 
一 一 约 坦 * 梅 纳 特 ， 项 恩 斯 (John Maynard Keyncs) 


$1. 合 情 推理 规则 


在 前 面 三 章 里 我 们 收集 了 合 情 推理 模式 ， 这 些 “ 模 式 " 能 构成 
合 情 推理 “规则 ” 吗 ? 它们 所 具有 的 约束 力 \ 权 威 性 \ 强 制 性 达到 了 
什么 程度 并 且 是 以 哪 种 方式 达到 的 ? 这 有 使 我 们 失 于 纯粹 文字 解 
释 的 某 种 危险 ， 因 此 我 想 更 具体 地 , 甚至 带 点 个 人 意味 地 来 进 一 
步 考 虑 这 个 问题 . 

(1) 我 记得 一 次 关于 发 明 与 合 情 推理 的 谈话 ， 那 是 很 久 以 前 
的 事 了 。 我 同一 位 朋友 谈话 , 他 年 岁 比 我 大 得 多 并 能 追忆 一 些 著 
名 的 发 现 \ 发 明 及 成 功 的 专门 著作 的 记载 . 当 他 谈 到 合 情 推理 与 发 
明 时 , 他 当然 知道 他 在 讲 些 什么 事 ， 他 非常 热情 并 极其 自信 地 坚 
持 说 ,发 明 与 合 情 推理 没有 规则 性 , 即使 有 什么 规律 , 反正 也 是 没 
有 什么 用 处 的 。 我 坚持 相反 意见 一 一 如 果 没 有 不 同 观点 , 谈话 就 
没有 趣 了 一 一 可 是 我 感觉 得 到 他 的 见解 的 长 处 ,我 的 朋友 是 一 位 
外 科 医 生 。 一 个 外 科 医 生 的 错误 决定 会 断送 一 条 生命 的 , 而 当 一 


1) “概率 论 的 哲学 尝试 (Essai Philosophique sur les probabilitts); 见 “ 拉 普 拉 
斯 全 集 > 《Ocuvres completer de Laplace), 第 7 卷 ，CXXXIX 部 分 . 
2) < 论 概率 > (4 treatise on probability)，259 页 。 
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个 病人 罕 然 开始 出 血 或 空 息 时 , 必须 立刻 作出 正确 决定 。 我 理解 
到 ,必须 迅速 作出 如 此 负责 任 的 决定 的 人 ,是 不 会 使 用 规则 的 。 时 
闻 太 短 了 以 致 不 能 真正 去 应 用 规则 ， 并 且 无 论 哪 套 规 则 都 会 使 你 
犯错 误 ; 你 需要 把 注意 力 完全 集中 到 面临 的 情况 中 去 。 因此 人 们 
不 相信 “规则 ”而 相信 他 们 的 “直觉 "或 “经 验 ”, 或 “直觉 经 验 ”。 

至 于 我 的 朋友 , 也 许 还 有 些 别 的 什么 因素 。 他 有 点 盛 气 凌 人 
爱 指挥 别人 .他 僧 恶 让 出 权力 . 也许 他 感到 承认 规则 好 像 是 把 他 
的 权力 授 给 一 架 机 器 ,因此 他 反对 规则 . 

让 我 们 注意 : 喇 明 人 自然 会 环 疑 推理 规则 的 ， 

《2) 提出 同一 个 证 据 的 两 个 人 会 对 证 据 作出 非常 不 同 的 判 
斯 ， 听 完 同 一 个 诉讼 程序 的 两 个 陪审 员 会 意见 不 一 致 : 一 个 认为 
提出 来 的 证 据 足 以 证 明 应 反对 被 告 而 另 一 个 却 认为 证 据 还 是 不 够 
的 ,这 种 不 同意 见 可 以 有 上 干 种 的 不 同 背 景 ， 可 能 由 于 受到 像 孢 
惧 ,希望 , 偏见 和 怜 悦 等 感情 因素 的 影响 , 或 者 由 于 个 人 的 差异 使 
人们 采取 相反 行动 。 也 许 , 一 个 障 审 员 轧 夸 而 男 一 个 聪明 ,或 者 一 
个 在 诉讼 过 程 中 睛 睡 了 , 而 另 一 个 却 专心 细 听 . 然而 构成 不 同意 
见 的 基础 的 个 人 差异 可 能 更 微妙 些 。 也 许 两 位 陪审 员 都 是 正直 的 
和 相当 不 带 偏见 的 ,两 个 都 郑重 地 照 诉讼 程序 办 事 , 并 且 两 个 都 有 
才智 ,但 以 不 同方 式 表现 出 来 。 第 一 个 陪审 员 也 许 是 一 个 对 人 的 
举止 的 更 好 的 观察 者 。 他 观察 证 人 的 脸 部 表情 ,被 告 的 颜面 抽 搞 ; 
他 注意 到 什么 时 候 回答 是 吞 吞吐 吐 的 ; 眼睛 一 瞬 的 示意 和 小 小 的 
手势 都 给 他 留 下 深刻 印象 ， 另 一 个 陪审 员 也 许 不 是 脸 部 表情 的 熟 
练 的 观察 者 , 但 却 是 一 个 较 好 的 社会 关系 法 官 : 他 更 了 解 环境 及 
卷 人 诉讼 案件 的 人 的 情况 。 两 个 陪审 员 以 不 同 观点 诚实 而 聪明 地 
观察 同一 件 案情 却 得 到 了 相反 结论 . 

我 们 不 应 忽视 常 有 的 事情 并 且 注意 .受理 同样 证 据 的 两 个 

,会 同样 都 是 诚实 的 但 意见 却 不 一 致 . 

(3) 我 的 朋友 和 我 都 对 猜想 4 有 兴趣 . (这 个 朋友 是 一 位 数 
学 家 , 同时 4 是 一 个 数学 猜想 . ) 我 们 俩 都 知道 4 蕴含 B. 现在 我 
们 发 现 4 的 结论 R 为 真 。 由 于 我 们 都 是 诚实 的 , 我 们 的 意见 应 该 
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一 致 ,我 们 同意 ,作为 4 的 结论 妃 的 证 实 ,有 利于 支持 猜想 4 ,但 是 
关于 证 据 的 价值 或 分 量 我 们 的 意见 却 不 一 致 。 我 们 中 间 的 一 个 断 
定 这 个 证 实 只 给 4 增加 了 一 点 点 可 靠 性 ， 而 另 一 个 却 断 定 它 增 加 
很 多 . 

如 果 我 们 熟悉 问题 的 程度 完全 不 同 ， 并 且 在 以 前 我 们 中 的 一 
个 就 比 另 一 个 对 被 证 实 的 结论 了 解 得 多 得 多 ,那么 ,这 种 意见 不 一 
致 就 是 可 以 理解 的 了 .然而 事情 并 不 是 那样 的 ， 我 们 都 知道 过 去 
证 实 过 的 4 的 同一 结论 ， 甚 至 我 们 同意 在 刚才 证 实 的 了 同 那个 以 
前 证 实 的 结论 之 间 几 乎 没有 相似 之 处 。 由 于 我 们 必须 诚实 , 我 们 
也 同意 这 个 事实 给 4 以 更 强 的 证 据 。 可 是 我 们 中 间 的 一 个 人 说 
“只 强 一 点 儿 ,” 另 一 个 说 “ 强 得 多 ”, 因 而 我 们 的 意见 也 不 一 致 了 . 

即使 只 在 短 短 的 一 会 儿 之 前 ,我们 俩 还 都 相信 8 是 假 的 ,而 现 
在 8 又 为 真 ,这 对 我 们 来 说 简直 是 一 个 意外 .事实 上 ,从 一 个 颇 为 
自然 的 假设 (或 统计 假设 ) 的 观点 来 看 ,B 显得 很 不 可 能 我们 俩 
都 看 出 这 个 事实 给 4 以 更 强 的 证 据 ， 可 是 我 们 中 间 的 一 个 人 说 
“只 强 一 点 儿 ,” 另 一 个 说 “ 强 得 多 ”, 而 且 我 们 的 意见 一 直 合 不 拢 . 

我 认为 ,我 们 是 完全 诚实 的 ,而 我 们 的 意见 不 同 不 仅仅 是 脾气 
问题 。 我 们 的 意见 分 野 是 因为 他 的 背景 同 我 的 背景 不 一 样 。 虽然 
我 们 有 大 致 相同 的 科学 训练 , 我 们 却 在 不 同 的 方向 上 发 展 ， 他 的 
工作 导致 他 不 相信 假设 4. 也 许 他 希望 有 一 天 他 将 能 驱 倒 4. 至 
于 我 自己 呢 ， 我 可 不 敢 期 待 有 朝 一 日 我 将 肯定 能 证 实 4， 我 必须 
承认 我 是 想 证 实 4. 事实 上 ,证 实 4 是 我 的 抱负 ,但 我 不 想 骗 我 自 
己 ， 而 幻想 着 我 终 将 证 实 4. 这 样 一 个 不 完全 坦白 承认 的 希望 会 
影响 我 的 判断 ,影响 我 对 证 据 分 量 的 估计 . 可 是 我 又 会 有 别 的 理 
由 : 还 更 不 清楚 ;几乎 不 能 确切 地 陈述 ,说 不 出 来 的 理由 。 同 时 我 
的 朋友 也 会 有 一 些 理由 ,可 是 他 并 不 自 认 这 一 点 .无 论 如 何 , 我 们 
的 背景 的 这 种 差异 也 许 说 明了 情况 : 关于 证 据 强 弱 我 们 的 意见 不 
一 致 。 虽 然 在 所 有 可 以 清楚 地 承认 的 几 点 上 我 们 的 意见 一 致 ,按照 
普遍 公认 的 合理 标准 ,而 不 依据 个 人 判断 ,这 几 点 当然 要 影响 对 证 
据 强 弱 的 认识 。 
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我 们 注意 : 受理 同样 证 握 并 应 用 同一 个 合 情 推 理 模式 的 两 个 
人 会 有 诚实 的 意见 分 歧 . 

《4) 我 们 曾 试图 看 到 合 情 推理 在 面 对 实际 问题 的 人 们 行为 中 
具体 地 起 着 作用 。 我 希望 , 现在 我 们 有 一 个 稍微 更 清晰 的 思想 ， 
我 们 的 模式 受 哪 种 方式 约束 ， 在 多 大 范围 内 人 们 可 以 把 这 些 模 式 
当 作 “规则 ”看 待 . 

当然 还 有 别 的 需要 探究 的 路 径 。 形 式 逻 辑 学 与 概率 演算 有 清 
楚 严格 的 规则 ,并 且 这 些 规则 以 某 种 方式 同 我 们 的 模式 发 生 关系 ， 
这 种 关系 的 性 质 是 什么 ? 这 是 我 们 将 在 下 一 节 星 讨论 的 问题 . 


$ 2. 论证 推理 的 一 个 方面 


对 合 情 推理 同 论证 推理 作 一 番 比 较 , 在 现 阶段 可 能 是 有 益 的 ， 
当然 我 们 已 经 达到 的 合 情 推 理 的 这 方面 还 不 能 同 经 历 二 千 多 年 发 
展 之 后 \ 现 代 已 经 达到 非常 成 熟 阶段 的 论证 推理 相 比较 ,而 在 二 千 
多 年 中 的 后 50 年 论证 推理 的 成 果 特 别 多 .也 许 同 论证 推理 的 早 
期 朴素 情况 相 比 较 会 更 有 益 些 ， 让 我 们 退回 到 大 约 是 亚 里 斯 多 德 
时 代 . 

亚 里 斯 多 德 提 到 过 推理 要 遵从 某 些 模式 . 我 想像 , 他 一 定 是 
观察 了 哲学 的 或 政治 的 或 法 律 的 或 日 常 争 论 中 的 这 些 模式 ， 一 当 
它们 出 现 ,他 就 认 出 了 这 些 模式 ,继而 把 这 些 模 式 精 选 出 来 ,并 加 以 
公式 化 , 这 些 模式 是 三 段 论 法 . 亚 里 斯 多 德 发 现 , 为 了 支持 他 的 三 
段 论 法 所 用 的 例子 似乎 证 明 他 是 借 一 种 归纳 法 发 现 他 的 三 段 论 法 
的 想法 的 一 一 否则 他 怎么 可 能 发 现 它们 呢 ? 无 论 如 何 , 三 段 论 法 是 
依 归纳 法 发 现 的 这 种 想法 使 其 有 点 接近 于 我 们 的 合 情 推理 模式 . 

代替 对 亚 里 斯 多 德 是 如 何 宝贵 而 对 他 的 学 派 的 追随 者 更 为 宝 
贵 的 “附带 固有 小 前 题 的 ”三 自 论 法 , 让 我 们 考虑 已 经 在 $12.1 考 
虑 过 的 “假设 的 ”三 段 论 法 的 “否定 式 ”: 
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即使 从 完全 村 素 的 观点 来 看 ,我 们 也 能 看 出 这 个 推理 模式 的 
各 种 显著 特征 : 它 是 个 与 个 人 无 关 的 、 具 有 普遍 性 的 、 自 身 独 六 
” (1) 用 与 个 人 无 关 的 一 词 ,我们 是 要 强调 推理 的 有 效 性 并 不 
依赖 于 推理 者 的 个 狂 ， 他 的 情绪, 或 爱好 ,或 阶级 ,或 信念 ， 或 肤 
色 ， 


(2) 用 具有 普遍 性 的 一 词 , 我 们 是 强调 所 考虑 的 (用 4 及 好 指 
明 的 ) 陈 述 并 不 属于 知识 的 这 个 或 那个 特殊 领域 ,如 像 数学 或 物理 
学 ,法 律 或 运 辑 学 , 但 可 以 属于 这 些 领域 中 的 任何 一 个 , 或 属于 任 
何 一 个 领域 。 这 些 陈述 可 以 与 任何 一 个 足够 清晰 的 人 类 思考 对 象 
有 关 : 三 段 论 法 结论 应 用 到 所 有 这 种 对 象 

(3) 为 了 弄 懂 下 面 一 点 ， 我 们 应 该 知道 我 们 的 知识 和 我 们 的 
合理 信念 能 被 新 知识 所 改变 ， 然 而 在 所 考虑 的 三 段 论 法 中 有 不 能 
改变 的 东西 。 只 要 承认 前 提 之 后 , 我 们 就 不 可 襄 免 要 承认 结论 . 
在 以 后 某 个 日 子 里 我 们 会 接受 包含 在 我 们 的 三 段 论 法 推理 中 的 
有 关 问题 的 新 知识 。 然而 , 如 果 这 个 知识 不 改变 我 们 对 前 提 的 承 
认 , 它 就 不 能 合理 地 改变 我 们 对 结论 的 承认 ， 论证 三 段 论 法 的 扒 
理 不 需要 来 自 外 部 的 任何 东西 ， 与 前 提 中 没有 明确 地 提 到 的 任何 
东西 无 关 ， 在 这 种 意义 上 , 三 段 论 法 是 自身 独立 的 : 为 了 使 结论 
有 充分 根据 , 超出 前 提 的 东西 都 不 必要 ,如 果 前 提 依 然 是 可 靠 的 ， 
那 未 没有 任何 东西 会 使 它 失 去 充分 的 根据 ， 

三 段 论 法 的 这 种 “自身 独立 性 ”或 “能 自给 的 也 许 是 它 的 最 显 
著 特 征 ， 让 我 们 引用 亚 里 斯 多 德 自 己 的 话 :“ 三 段 论 法 是 一 种 论 
证 方法 ,使 用 这 种 方法 叙说 某 些 事情 时 ,就 必然 产生 与 所 叙说 内 容 
不 同 的 东西 ， 我 说 的 最 后 一 句 ,意思 是 它们 产生 结论 ,同时 最 后 一 
句 意思 是 说 ,为 了 使 结论 成 为 必然 不 用 再 从 外 部 另 加 陈述 了 .” 

(4) 如 果 前 提 是 确实 无 疑 的 ,我 们 能 把 结论 从 三 段 论 法 中 
“ 拆 " 开 来 ， 就 是 说 ,如 果 你 确实 知道 4 蕴含 B” 与 “B 假 "这 两 者 
的 话 ， 你 可 以 忘记 这 些 前 提 而 只 把 结论 “4 假 " 当 作 你 的 确定 的 精 
神 财富 留 下 来 。 : 
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我 们 只 审查 了 几 种 三 段 论 法 中 的 一 种 ,但 是 审查 过 的 三 段 论 
法 是 典型 的 。 别 的 三 段 论 法 也 是 与 个 人 无 关 的 ,具有 普遍 性 的 , 自 
身 独 立 的 和 确定 的 。 而 且 这 些 特征 预示 了 论证 推理 的 一 般 特 征 。 


$ 3. 合 情 推 理 的 一 个 对 应 方面 
让 我 们 把 前 一 节 讨 论 过 的 论证 推理 模式 《“ 否 定式 ”) 同 $12.1 
介绍 过 的 合 情 推 理 模式 作 一 番 比 较 
4 蕴含 如 
B 真 


4 更 可 靠 
在 这 两 个 模式 ,“ 论 证 的 ”与 “ 合 情 的 ”之 间 , 有 某 种 表面 的 相似 性 . 
(论证 模式 是 传统 的 ,而 合 情 模 式 当 然 是 仿照 前 者 而 形成 的 . ) 还 是 
证 我 们 把 它们 更 彻底 地 比较 一 下 . 
两 个 模式 有 相同 的 第 一 个 前 提 
4 蕴含 B。 


第 二 个 前 是 

B 假 B 真 
正好 相反 , 但 它们 同 祥 清楚 与 确定 ; 它们 处 于 相同 的 逻辑 水 平 上 . 
然而 两 个 结论 之 间 存 在 着 巨大 差别 . 

4 假 4 更 可 靠 
这 两 个 结论 属于 不 同 的 逻辑 范围 。 论 证 模式 的 结论 处 于 同 前 提 相 
局 的 范围 ,但 是 我 们 的 合 情 推理 模式 的 结论 有 不 同 特点 ,不 那么 鲜 
明 ,没有 充分 表达 出 来 . 

合 情 结论 可 以 同一 个 有 方向 与 大 小 的 力 相 比 较 ， 这 个 结论 朝 

某 个 方向 推 我 们 ;4 变 得 更 可 靠 ， 这 个 结论 也 有 某 种 强度 : 4 也 
让 尖 可 半 人 第 家中 竹 放 a 结论 没 有 充分 表达 出 来 


各 这 人 ( 册 和 不 同 让 让 维 ) ”但 站 我 的 用 关 入 宽 人 在 4 庚 各 更 可 
蔡 到 什么 虱 麻 上 产生 意见 分 歧 ， 方 南 与 个 人 无 关 ， 但 强 认可 以 与 
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个 人 有 关 . 我 的 朋友 与 我 会 诚实 地 对 结论 的 份量 有 不 同意 见 ， 因 
为 我 们 的 脾气 ,我 们 的 背景 ,以 及 我 们 说 不 出 来 的 理由 可 以 是 不 相 
同 的 。 可 是 结论 的 强度 关系 重大 ， 如 果 两 个 陪审 员 对 一 个 结论 作 
出 强度 不 同 的 判断 , 一 个 会 赞成 开 释 而 另 一 个 就 会 反对 开 释 . 如 
果 两 个 科学 家 对 一 个 结论 的 强度 作出 不 同 的 判断 ， 一 个 会 赞成 着 
手 做 个 试验 而 另 一 个 会 反对 这 样 做 。 

当 人 们 把 我 们 的 合 情 推理 模式 的 结论 同 推理 人 的 实际 信念 与 
行为 相 比 较 的 时 候 ， 结 论 就 显得 像 是 偏向 一 方 的 ， 它 不 过 表达 了 
一 个 方面, 而 忽视 了 另 一 个 方面 。 如 果 我 们 认识 到 这 一 点 , 合 悄 扒 
理 的 特点 也 许 不 像 是 不 可 捉摸 与 难以 理解 的 了 。 无论 如 何 , 现在 
我 们 准备 更 好 地 把 论证 的 与 合 情 的 模式 进行 逐 点 比较 ， 下 面 各 自 
的 每 一 段 编号 参照 前 面 52 的 对 应 的 编号 段 . 

(1) 当 我 们 正 按照 我 们 的 合 情 推理 模式 推理 的 时 候 ， 我 们 进 
从 一 条 原则 : 结论 的 证 实 加 强 猜想 。 这 条 原则 似乎 是 公认 的 , 与 
个 人 差异 及 人 的 个 性 无 关 的 ， 那 么 我 们 的 模式 就 显得 与 个 人 无 关 
了 . 

然而 , 我 们 要 为 那 种 “与 个 人 无 关 ” 付 出 代价 。 我 们 的 模式 是 
与 个 人 无 关 的 ,因为 它 被 限制 于 合 情 推理 的 一 个 方面 而 偏向 一 方 . 
当 我 们 提出 “这 个 结论 的 证 实 使 猜想 增强 了 多 少 份量 ”问题 的 时 
候 ,我 们 为 个 人 差别 打开 了 大 门 . 

《2) 在 前 面 几 章 里 ,我 们 举 了 很 多 例子 力求 说 明 ,在 处 理 数学 
猜想 时 ,我 们 是 自然 地 遵循 合 情 推理 模式 的 ， 在 自然 科学 中 ,一 些 
基本 原理 是 公认 的 ， 同 时 在 法 庭 上 以 及 在 日 常生 活 中 也 有 某 些 基 
本 原则 被 默认 。 结 论 的 证 实 被 当 作 在 任何 领域 里 的 猜想 的 合理 证 
据 ， 因 此 我 们 的 模式 似乎 是 具有 普遍 性 的 . 

然而 , 我 们 是 为 那 种 “具有 普遍 性 ”而 付出 代价 的 。 我 们 的 模 
式 具 有 普遍 性 ,因为 它 被 限制 于 合 情 推理 的 一 个 方面 而 偏向 一 方 . 
当 我 们 提出 “这 样 的 证 据 的 份量 有 多 大 ?” 间 题 时 ,所 具有 的 普遍 
性 变 得 模糊 了 ， 为 了 判断 证 据 的 份量 ， 你 应 熟悉 有 关 的 领域 ; 为 
了 有 把 握 地 判断 份量 , 你 不 得 不 成 为 该 领域 的 专家 。 然而 你 不 可 
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能 熟悉 所 有 领域 , 同时 你 更 不 可 能 成 为 所 有 领域 的 专家 . 因此 我 
们 中 的 任何 一 个 人 都 会 很 快 地 发 觉 到 ， 合 情 推 吾 的 普遍 性 在 实际 
应 用 中 是 有 限制 的 . 

《3) 到 这 里 为 止 , 以 前 所 讲 的 , 是 说 合 情 结论 受 前 提 支 持 的 . 
在 前 提 所 提供 的 证 据 的 基础 上 更 相信 4 是 合理 的 。 然而 , 稍 后 我 
们 会 接受 新 知识 ,那个 新 知识 不 改变 我 们 对 前 提 的 信赖, 但 会 改变 
我 们 的 关于 4 的 观点 ， 我 们 会 发 觉 4 较 不 可 靠 ， 或 者 我 们 甚至 可 
以 成 功 地 证 明 :4 为 假 . 

这 并 不 构成 对 推理 模式 的 反对 : 就 前 提 中 所 叙述 的 证 据 情 形 
来 讲 ,结论 得 到 了 辩护 。 陪审 团 的 裁决 可 以 宣告 无 罪 或 开 释 犯人 ， 
可 是 裁决 的 如 此 不 公正 也 许 是 有 理由 可 以 得 到 辩护 的 : 在 可 获得 
的 证 据 基础 上 没有 可 行 的 更 好 的 裁决 ， 这 就 是 合 情 推理 的 特点 ， 
因此 我 们 的 合 情 推 理 模式 可 以 被 称 之 为 自身 独立 的 . 

然而 这 类 自身 独立 或 “能 自给 的 ”并 不 意味 着 有 永久 性 ， 况 
且 , 在 我 们 的 (偏向 一 方 的 ) 模式 的 结论 中 没有 被 提 到 过 的 但 仍然 
有 重要 性 的 证 据 的 份量 ， 它 要 依赖 于 在 前 提 中 没有 被 提 到 过 的 东 
西 . 结论 的 强度 (不 是 它 的 方向 ) 需 要 前 提 以 外 的 东西 . 

《4) 我 们 不 能 “ 拆 开 ” 合 情 推 理 的 结论 。 倘若 不 参考 “使 4 更 
可 靠 ”的 那 种 情况 所 解释 的 前 提 ,“ 使 4 更 可 靠 ”这 名 话 是 没有 意义 
的 ,引用 了 前 提 , 合 情结 论 就 有 了 十 分 完整 的 意义 ,并 且 是 完全 合 
理 的 .但 是 随 着 时 间 的 流逝 ,虽然 前 提 还 是 原样 不 动 , 合 情 结论 价 
值 可 能 减少 ， 合 情结 论 刚 出 现 的 那 一 会 儿 会 有 很 大 价值 , 但 知识 
的 提高 像 要 降低 它 的 价值 : 它 的 重要 性 只 是 瞬间 的 、 不 定 的 ,短暂 
的 ,临时 的 . 

简 而 言 之 ,我 们 的 合 情 推理 模式 是 偏向 一 方 的 ,同时 为 在 关系 
重大 的 事情 上 产生 不 同意 见 留 下 了 充分 余地 ,然而 ,以 这 种 一 边 倒 
为 代价 , 它 具 有 与 个 人 无 关 的 , 普遍 性 的 , 甚至 有 点 儿 自身 独立 的 
特性 。 尽 管 如 此 , 它 不 可 避免 只 是 临时 的 . 

如 果 为 我 们 的 合 情 推理 模式 在 若干 方面 没有 论证 推理 那么 完 
备 而 局 惜 , 那 将 是 思 剧 的 .相反 ,我 们 应 该 感到 有 点 满足 于 我 们 稍 
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微 港 清 了 我 们 从 开头 就 怀疑 的 一 个 差异 . 

从 一 开始 ,两 种 推理 就 有 不 同 任务 ,这 点 是 清楚 的 。 从 开头 它 
们 就 显得 很 不 同 : 论证 推理 看 作 是 确定 的 ， 最 终 的 ,“ 像 机 器 似 
的 ”; 而 合 情 推理 看 作 笼 统 的 ,临时 的 ,特别 “ 通 人 情 的 "， 现 在 我 们 
可 以 把 其 者 的 差异 区 分 得 再 清楚 一 点 。 同 论证 推理 相反 ， 合 情 推 
理 把 非常 重要 的 一 点 留 作 等 待 确定 : 结论 的 “强度 "或 “份量 "这 
个 份量 不 仅 会 依赖 于 像 前 提 中 所 叙述 的 那些 弄 清楚 了 的 根据 ， 而 
且 也 依赖 于 存在 于 引出 结论 的 人 的 背景 的 某 些 地 方 的 没有 弄 清 楚 
的 和 未 表达 出 来 的 根据 .人 有 背景 ,机 器 就 没有 ， 事实 上 ,你 能 建 
造 一 人 台 机 器 为 你 引出 论证 结论 ,但 是 我 想 你 决 不 能 建造 一 台 机 器 ， 
它 会 引出 合 情 推 理 来 . 


$4. 概率 演算 的 一 个 方面 .困难 


在 形成 物理 理论 的 时 候 非常 重要 的 一 步 是 它 能 以 数学 术语 被 
确切 地 陈述 出 来 ， 现 在 ,在 我 们 研究 合 情 推理 的 进程 中 ,已 经 到 了 
该 楼 俘 这 个 问题 的 时 候 了 ;我 们 必须 以 数学 术语 确切 陈述 我 们 的 
关于 合 情 推理 的 观点 . 

如 果 试图 确切 陈述 合 情 推理 理论 ， 就 不 能 不 顾及 到 一 个 历史 
事实 ; 概率 演算 是 由 拉 普 拉 斯 所 考虑 的 并 被 许多 其 他 杰出 的 科学 
家 当 作 合 情 推理 规则 的 近似 表示 .有 一 些 赞成 这 个 观点 的 论据 ， 
也 有 一 些 反对 这 个 观点 的 论据 ， 我 们 就 从 考虑 某 些 困难 开始 吧 . 

我 们 希望 使 用 概率 演算 ， 以 使 我 们 的 关于 合 情 推理 的 观点 更 
精确 。 可 是 我 们 可 能 对 这 样 一 个 行动 有 些 担心 , 因为 我 们 已 经 在 
前 一 章 看 到 概率 演算 是 (十 分 满意 的 ) 随 机 大 量 现象 理论 ， 概 率 沪 
算 怎么 可 能 既是 大 量 现 象 理论 又 是 合 情 推理 逻辑 呢 ? 

这 不 是 一 个 强 有 力 的 障碍 ; 这 里 没有 真正 的 困难 。 概率 演算 
可 能 是 两 种 东西 ,可 能 有 两 种 解释 ， 事 实 上 ,一 个 数学 理论 会 有 几 
种 不 同 解释 .同一 个 微分 方程 ( 拉 普 拉 斯 方程 描述 了 不 可 压缩 的 
无 粘性 流体 的 稳定 无 旋 流动 及 前 电场 力 的 分 布 。 同 一 个 方程 也 描 
述 了 热 的 稳定 流动 、 电 的 稳定 流动 ,在 适当 的 条 件 下 溶解 于 水 的 盐 
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的 扩散 、 以 及 其 他 现象 ， 因此 不 能 先 验 地 排除 同一 个 数学 理论 可 
以 适合 两 个 目的 。 也 许 , 我 们 可 以 把 概率 演算 用 于 描述 随机 大 党 
现象 并 使 我 们 的 合 情 推理 规则 系统 化 . 

然而 ,重要 的 是 在 这 两 种 解释 之 间 进 行 清楚 的 区 别 。 因 此 ,我 
们 可 以 在 两 种 解释 里 用 符号 Pr{4} ( 见 例 14.26), 但 要 注意 细心 
区 别 ,同时 我 们 必须 十 分 清楚 地 理解 符号 的 两 种 含义 ,并 晓得 两 种 
含义 之 间 的 差别 . 

在 前 面 一 章 论述 随机 大 景 现象 之 中 ,我们 考虑 过 诸如 男孩 的 
出 生 , 在 某 个 指定 地 区 雨滴 的 下 落 , 用 一 粒 做 子 撞 出 指定 的 点 数 ， 
以 及 等 等 的 某 类 事件 4。 我 们 用 过 符号 Pr{ 4} 指明 事件 4 的 概 
率 , 亦 即 事件 4 的 长 时 期 相对 频率 的 理论 值 . 

然而 , 在 本 章 我 们 必须 同 合 情 推理 打交道 。 我 们 考虑 某 个 狂 
想 4， 同时 我 们 关心 这 个 猜想 4 的 可 靠 性 , 支持 4 的 证 据 的 强度 ， 
我 们 对 4 的 信赖 , 我 们 应 该 相信 《的 程度 , 简 而 言 之 ,猜想 4 的 可 
靠 性 .我 们 将 以 符号 Pr{4} 来 指明 4 的 可 靠 性 . 

因此 ,在 本 章 我 们 将 按 它 的 第 二 种 含义 把 符号 Pr{ 4} 用 作 " 可 
驳 性 ”, 除 非 我 们 明确 地 说 明 其 另 一 种 含义 ， 这 样 使 用 符号 是 不 该 
反对 的 ,如 果 我 们 不 想 招致 严重 反对 ,那么 我 们 必须 小 心地 讨论 可 
靠 性 概念 . 

首先 ,要 如 免 二 义 性 .符号 Pr{ 4} 必须 表示 4 的 可 靠 性 ,或 
者 关于 独 想 4 的 证 据 的 强度 。 如 果 这 种 证 据 是 令 人 信服 的 , 则 它 
是 强 有 力 的 .如果 它 使 某 人 承认 它 就 是 令 人 信服 的 。 可 是 我 们 没 
有 说 过 它 应 该 使 谁 承认 : 你 ,或 我 ,或 史密斯 先生 ,或 琼斯 太太 ,或 
哪个 人 ? 证 据 的 强度 也 可 能 被 想像 得 与 个 人 无 关 ， 如 果 我 们 这 样 
来 理解 它 ， 至 于 究竟 是 你 或 我 或 任何 其 他 人 对 所 提出 来 的 猜想 产 
生 的 信赖 程度 就 是 个 无 关 紧要 的 问题 . 但 是 关系 重大 的 是 我 
们 中 的 任何 一 个 必须 有 的 合理 信赖 程 度 。 我 们 还 是 没有 说 过 , 因 
而 我 们 还 必须 决定 ,我 们 将 在 多 精确 的 意义 上 使 用 术语 “4 的 可 和 
性 ”及 相应 的 符号 Pr{ 4}. 

还 有 另外 一 个 困难 . 物理 学 家 所 考虑 的 诸如 “质量 ”,“ 电 荷 ”， 
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或 “反应 速度 ”的 大 小 有 一 个 运算 定义 ;例如 ,如 果 物理 学 家 想 要 确 
定 一 个 电荷 的 大 小 ,他 确切 地 知道 他 必须 进行 哪 种 运算 .“ 长 时 其 
相对 频率 ”的 定义 ,虽然 它 比 不 上 一 个 电荷 那样 更 清楚 , 还 是 运算 
性 的 ; 它 提出 确定 的 运算 ,我 们 能 保证 这 种 运算 可 以 得 到 这 样 一 个 
频率 的 适当 的 数值 。 关 于 “一 个 猜想 的 可 靠 竹 " 概 念 的 麻烦 是 我 们 
不 知道 关于 它 的 任何 运算 定义 .琼斯 先生 是 不 诚实 的 这 种 猜想 
的 可 靠 性 有 多 大 ?此 刻 这 个 可 靠 性 在 琼斯 太太 心里 会 有 一 个 确 
定 的 值 (我 们 希望 是 一 个 非常 小 的 值 )， 但 是 我们 不 知道 怎样 用 
数字 去 确定 那个 值 。 在 牛顿 的 《原理 》 的 第 一 版 中 所 公布 的 在 
观察 的 基础 上 来 判断 万 有 引力 定律 的 可 靠 性 有 多 大 ? 我 们 中 间 的 
一 些 人 可 能 对 这 个 问题 有 极 大 兴趣 ，〈 也 许 不 是 对 琼斯 太太 。 而 
是 对 拉 普 拉 斯 或 凯恩斯 ， 如 果 他 们 还 活着 的 话 一 一 见 本 章 前 头 的 
引文 ) 但 是 没有 一 个 人 敢于 对 这 样 一 个 可 靠 性 提出 一 个 确定 的 数 
值 

我 们 还 必须 给 “猜想 4 的 可 靠 性 ”这 个 术语 及 相应 的 符号 
Pr 4} 以 相宜 的 解释 。 这 个 解释 必须 不 受 运算 定义 的 困难 的 影 
响 ， 此 外 , 这 是 主要 的 事情 , 这 个 解释 必须 使 我 们 能 系统 地 ,实际 
地 看 到 合 情 推理 的 各 种 规则 . 


$5. 概 率 演算 的 一 个 方面 ， 一 个 尝试 


你 刚才 被 介绍 给 艾 尼 鲍 迪 (Anybody) 先 生 , 同时 你 不 得 不 对 他 
说 几 句 话 . 你 们 两 个 彼此 真 的 是 完全 陌生 的 ,因而 你 们 的 谈话 是 慎 
重 的 .你 还 不 得 不 说 到 诸如 “明天 要 下 雨 ”,“ 布 鲁 斯 会 赢得 下 一 场 
大 赛 ”“ 某 某 公司 明年 会 付 比较 高 的 红利 ”",“ 某 人 太太 是 不 忠实 
的 ,所 以 她 的 离婚 已 成 为 城 里 人 的 话题 ",“ 疹 角 灰 白质 炎 是 由 病毒 
引起 的 ”等 各 种 肯定 的 说 法 ,或 者 任何 别 的 肯定 的 说 法 , 4, B,C， 
D,E,…。 交 尼 鲍 迪 先 生还 给 所 说 的 4 添上 一 个 确定 的 信任 程 
度 Pr{4}.。 如 果 你 是 很 聪明 的 ,， 过 了 一 会 儿 你 可 能 感到 与 艾 尼 鲍 
迪 先 生 在 一 起 呆 了 一 会 儿 之 后 ，Pr{ 4} 是 变 低 了 或 者 是 变 高 了 ， 
然而 不 管 你 怎样 聪明 ， 我 不 相信 你 会 认为 Pr{ 4} 有 一 个 确定 值 ， 
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它 是 艾 尼 鲍 迪 先生 眼 里 的 陈述 4 的 可 靠 性 . (虽然 那 可 能 是 有 趣 
的 ; Pr{ 4},，PrB8}, PAC},.… 的 值 可 能 鲜明 地 表明 了 艾 尼 鲍 过 
先生 的 个 性 特征 .) 

让 我 们 成 为 现实 主义 者 ， 并 承认 处 理 明显 地 超出 我 们 的 手段 
之 外 的 任务 的 不 可 能 性 : 让 我 把 Pr{ 4}， 艾 尼 鲍 迪 先生 眼 里 的 猜 
想 4 的 可 靠 性 看 作 是 一 个 确定 的 正 分 数 


0 一 Pr{4}1 一 1， 


然而 它 的 数值 ， 我 们 并 不 知道 . 同时 让 我 们 类 似 地 处 理 Pr{ B}， 
Pr{C},…, 如 果 B,C,"…… 是 猜想 的 话 , 即 清楚 而 确切 的 (也 许 是 
数学 的 ) 陈述 ， 然 而 ， 艾 尼 鲍 迪 先 生 此 刻 并 不 知道 它们 是 真 还 是 
假 ， 然 而 ， 如 果 4 为 真 ， 同 时 艾 尼 鲍 迪 先生 是 晓得 的 ， 我 们 就 取 
Prt4} 一 1. 如 果 .4 为 假 同 时 艾 尼 鲍 迪 先生 也 是 晓得 的 ,我们 就 取 
Pr{A4} 一 0. 

我 认为 我 们 不 知道 Pr 4}，Pr{ 3}，… 的 数值 不 会 真正 地 有 
损 于 我 们 .实际 上 ,此 处 我 们 没有 参与 艾 尼 鲍 迪 先生 的 个 人 意见 . 
我 们 参 予 了 与 个 人 无 关 的 及 具有 普遍 性 的 合 情 推理 规则 ,首先 ,我 
们 想 知 道 究竟 是 否 有 这 种 规则 ， 然 后 我 们 想 知 道 概率 演算 是 否 真 
的 揭露 出 ,还 是 没有 揭露 出 这 种 规则 (如 拉 普 拉 斯 和 别 的 支持 者 那 
样 ). 此 刻 我 们 宁愿 希望 有 这 种 规则 ,同时 艾 尼 鲍 迪 先生 ,作为 一 个 
聪明 人 ,他 按照 这 种 规则 进行 推理 ,而 把 某 种 可 靠 程度 Pr{ 4)}， 
Pr{B},，Pr{C},… :加 到 所 讨论 的 陈述 4, B,C，,*… 上去. 所 以 
我 看 不 出 我 们 不 知道 PA 4}，Pr{ B}，Pr{C},…… 的 数值 会 有 有 
损 于 我 们 的 地 方 . 

因此 ， 让 我 们 试 着 把 概率 演算 规则 应 用 到 依照 所 解释 的 可 靠 
性 Pr{4}, PrfB}，PrtC}, 上去: 量度 那 位 空想 出 来 的 或 理想 
化 的 人 , 艾 尼 鲍 迪 先生 的 信赖 程度 的 正 分 数 . 我 们 想 看 到 ,这 样 做 
的 时 候 ， 我 们 是 否 能 引出 任何 可 以 被 合理 地 解释 为 一 个 与 个 人 无 
关 的 ， 及 具有 普遍 性 的 合 情 推 理 规则 .当然 ,我 们 的 尝试 也 许 失 
败 但 是 在 此 刻 我 不 可 能 想到 为 什么 会 失败 ,因此 我 谨 局 地 抱 有 和 希 
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$ 6. 审定 一 个 结论 


艾 尼 鲍 迪 先生 正 从 事 研究 某 个 猜想 4. 这 个 猜想 已 被 清楚 而 
确切 地 陈述 了 ,但 艾 尼 鲍 迪 先生 不 知道 4 是 真 还 是 不 真 ,并 且 他 非 
常 想 找 出 是 哪 种 情况 : 4 是 真 的 还 是 假 的 ?他 看 出 了 4 的 某 个 结 
论 B. 他 满足 于 

4 草 含 B. 
可 是 他 不 知道 也是 真 还 是 假 ， 并 且 往 往 当 他 研究 4 觉得 腻 了 的 时 
候 , 他 就 想 转 而 研究 8. 

我 们 已 经 多 次 考虑 过 这 种 情况 ， 而 现在 我 们 想 把 它 当 作 概 率 
演算 来 考虑 我 们 要 对 三 个 可 靠 性 : Pr{ 4}, Pr{B} 与 Pr{ 4/B} 
给 于 应 有 的 注意 ， 艾 尼 鲍 迪 先 生 清 楚 地 知道 4 与 8 是 未 证 实 而 又 
没有 被 驳 倒 过 ,但 是 他 相信 它们 到 某 种 程度 并 且 这 种 程度 分 别 由 
Pr{ 4} 与 Pr{B} 来 表示 . 如果 他 晓得 8 为 真 , 他 可 能 相信 4 的 程 
度 PAA4/8B} 也 在 他 的 审议 中 起 重要 作用 . 

我 们 没有 办 法 给 这 些 可 靠 性 中 的 任何 一 个 指定 一 个 数值 。 即 
使 我 们 往往 能 够 想像 出 随 着 艾 尼 鲍 迪 先生 的 知识 状态 的 变化 ， 会 
在 哪个 方向 上 改变 一 个 或 男 一 个 的 值 。 无 论 如 何 , 概率 演算 提供 
了 一 个 它们 之 间 的 关系 . 

事实 上 , 按照 一 个 概率 论 的 基本 定理 ( 见 例 14.26 (2))， 

Pr{A}Pr{B/A} = Pr{B}Pr{A/B}. 
1) 最 初 概率 演算 大 概 是 处 理 信任 (信和 囊 , 确 认 , 确 实 …) 程度 而 不 处 理 多 少 有 点 儿 

理想 化 的 相对 频率 , 这 是 许多 作者 的 意见 ， 在 他 们 中 间 我 只 引证 了 两 个 : J. M. 

遍 轩 斯 ,< 论 概率 >CJ. M. Keynes，A treatise om probability)( 特 别 参 阅 34,66， 

160 页 ,与 了 - 戴 芳 梯 “预知 , 它 的 逻辑 规则 它 的 主要 来 源 ”(B . de Finetti, 

La prtvision。 ses lois logiques，ses sources subjectives)， 亨利 * 虎 加 莱 ,< 学 

院 年 鉴 ?CAnnales-de 1Institut, Henri Poincare), 第 7 卷 (1937)，1^68 页 . 没 

有 篇 幅 来 解释 我 同 这 些 作者 的 不 同 观点 ， 或 他 们 之 间 的 不 同 观点 ， 我 只 表示 对 

这 两 位 的 感谢 。 这 里 所 采用 的 观点 是 相似 于 、 但 不 完全 相同 于 我 以 前 论文 的 

观点 .以 前 的 论文 是 : “启发 式 推理 与 概率 论 ” (Heuristic reasoning and the 


theory of probability)>< 美 国 数学 月 刊 > 《American Math, Monshly), 第 48 卷 
《1941)，450~465 页 。 


“132.» 


可 是 现在 ,由 于 4 蕴含 ,如果 4 为 真 ,8 必 为 真 ,因而 


Pr{B/A}= 1. 
因此 我 们 得 到 
(OD Pr{A} = Pr{B}Pr{ A/B}. 
让 我 们 把 这 个 间 题 的 内 容 弄 得 具体 点 . 


《1) 艾 尼 鲍 迪 先生 曾 决定 研究 这 个 猜想 4 的 结论 B， 他 还 是 
没有 从 研究 中 得 出 结论 。 然而 他 时 常 看 到 B 可 能 是 真 的 迹象 也 
时 常 看 到 相反 的 迹象 ， 于 是 他 对 B 的 信任 ,我 们 称 之 为 Pr{ 8}, 也 
有 时 而 提高 时 而 下 降 。 可 是 他 没有 观察 到 会 使 他 的 关于 4 与 8 之 间 
的 关系 或 关于 Pr{4/B} 的 观点 得 以 改变 的 任何 东西 。 所 有 这 些 
是 怎样 影响 Pr{4}， 即 他 对 4 的 信任 的 ? 

式 (DD 说 明 ,倘若 Pr{ 4/B} 保持 不 变 ，Pr{ 4} 就 朝 同 Pr{ B} 
一 样 的 方向 改变 ， 这 同 我 们 的 前 面 注 记 一 致 、 特 别 同 $13.6 中 的 
那些 一 致 . 〈 要 注意 ,我 们 只 是 考虑 往往 能 确定 的 改变 方向 ， 而 不 
考虑 决 不 能 精确 地 知道 的 改变 量 .) 

《2) 艾 尼 鲍 迪 先生 证 实 了 他 原先 研究 的 猜想 4 的 结论 B， 在 
证 实 B 之 前 ， 他 对 B 已 经 有 了 些 信任 ， 其 程度 我 们 已 经 用 Pr{ B} 
表示 过 ; 他 也 对 4 有 了 些 信任 ， 其 程度 为 Pr{4}， 他 往往 考虑 
Pr{4/B}, 即 证 明 B 之 后 他 可 能 对 4 的 信任 . 在 证 明 B 之 后 ,他 对 
8 的 信任 达到 最 大 值 1 ， 同 时 他 对 4 的 信任 当然 变 为 Pr{ 4/B}. 
《在 式 (D 中 以 1 代 PrB}, 我 们 可 以 形式 地 得 到 4 的 可 靠 性 新 
的 值 , ) 此 处 我 们 假定 他 的 关于 4 与 8 之 间 关系 的 观点 及 他 对 
Pr{4/B} 的 估 值 保持 不 变 . 

注意 到 0 二 Pr{8} 二 1, 从 式 〈D 我 们 导出 不 等 式 
《ITD) Pr{A} = Pr{4/B}. 
现在 ，Pr{4} 及 Pr{ 4/B} 分 别 表示 证 明 B 之 前 与 之 后 的 4 的 可 
靠 性 ， 因 此 不 等 式 (ID 是 一 个 原则 的 形式 表示 式 , 这 个 原则 我 们 
是 如 此 经 常 地 碰 到 过 : 一 个 结论 的 证 实 使 一 个 猜想 变 得 更 可 靠 ; 
例如 ,参阅 $12.1. 

《3) 可 是 我 们 还 能 从 式 (DD) 学 到 更 多 的 东西 ,我 们 把 它 写 成 


Kt 


Pr{A} 

Pr{B}™ 

等 式 左 边 , 即 在 证 实 B 之 后 4 的 可 靠 狂 ,是 借 研 究 者 分 别 对 4 与 B 
在 证 实 8B 之 前 的 信任 来 表示 的 . 让 我 们 把 成 功 的 证 实 结论 的 各 种 
实例 进行 一 个 比较 . 这些 例子 有 一 个 情况 是 共同 的 : 在 猜想 4 的 
结论 8 证 实 之 前 已 经 给 了 4( 研 究 目 标 ) 以 同样 的 信任 Pr{4}. 可 
是 这 些 例子 在 另 一 个 方面 是 不 相同 的 : 在 一 些 例子 里 人 们 指望 结 
论 8〈 它 终于 被 证 实 了 ) 更 可 靠 ， 而 在 另 一 些 例 子 里 则 更 不 可 靠 . 
即 我 们 把 Pr 4} 当 作 常数 而 把 Pr{ 8} 当 作 变 量 . Pr{B} 的 变化 
是 如 何 影响 由 结论 B 的 证 实 所 得 的 证 据 的 份量 的 ? 

让 我 们 对 极端 情况 给 予 应 有 的 注意 ,既然 B 是 4 的 结论 , 当 4 
为 真 时 8 确实 为 真 , 因 而 B 的 可 靠 性 Pr{ B} 不 可 能 小 于 4 的 可 靠 
性 Pr{4}， 另 一 方面 没有 一 个 可 靠 性 能 超过 一 个 必然 性 : Pr{ B} 
不 能 大 于 1。 我们 确定 了 界限 ，Pr{ 8} 被 包含 在 这 界限 之 间 : 

Pr{A} < Pr{B}<1. 

达到 下 界 时 ,不 仅 4 蕴含 B, 而 且 B 也 蕴含 4, 结果 两 个 断言 4 与 
8 等 价 , 同 时 成 立 又 同时 不 成 立 ,在 那 种 情况 里 它们 当然 是 同样 可 
靠 。 上 界 工 不 可 能 真正 达到 : 如 果 它 被 达到 , 在 研究 之 前 了 就 应 
该 是 真 的 , 而 我 们 并 没有 把 这 种 情况 包括 在 我 们 的 考虑 之 中 ， 然 
而 可 以 趋 于 上 界 : 在 审定 之 前 , B 几乎 可 以 是 真 的 . 当 Pr{B} 在 
它 的 边界 两 端 之 间 变 化 时 ， 由 了 3 的 证 实 所 得 的 证 据 是 如 何 变化 
的 ? 

当 Pr{ 4/B}, 即 由 结论 B 的 证 实 所 得 的 对 4 的 新 的 信任 较 大 

时 ,证 据 就 较 强 。 那 可 以 从 关系 式 (IT 看 出 

当 Pr{B} 从 1 减少 到 Pr{4} 时 ， 

Pr{A4/1B} 从 Pr{4} 增 大 到 1. 
itt stole 点 : 


(ID Pr{4/B} 一 


的 证 实况 地 从 i 和 而 我 
.134 。 


们 无 论 如 何不 十 分 杯 疑 的 (Pr{B} 几乎 为 1) 结论 的 证 实 同 证 据 一 
样 几乎 没有 价值 
《4) 刚才 所 讨论 的 情况 可 以 从 另 一 个 观点 来 看 .用 一 些 简单 
概率 演算 规则 (参阅 例 14.26 公式 (4), 《2),《3), 按 这 个 顺序 ) 我 
们 得 到 
Pr{B} = Pr{AB} + Pr{AB} 

= Pr{A}Pr{B/A} + Pr{A}Pr{B/A} 

= Pr{A} + [1— Pr{A}]Pr{B/A}. 
在 推导 到 最 后 一 行 时 , 我们 也 用 到 表示 8B 是 4 的 结论 的 Pr{B/4} 
一 1， 用 刚才 导出 的 值 代 Pr{ B}, 由 (IT) 我 们 得 到 

Pr{ 4 

(7 PH4 BT yay 
让 我 们 像 以 前 那样 假设 Pr{ 4} 是 常数 ; 即 让 我 们 通盘 考虑 各 种 情 
况 , 在 这 些 情况 里 对 被 审定 的 猜想 4 的 信任 ,在 检验 4 的 结论 之 
前 是 相同 的 .可 是 Pr{ 4/B}， 即 在 证 实 了 之 后 的 4 的 可 靠 性 还 依 
赖 于 Pr{B8/4}, 即 在 假设 4 为 非 真 之 下 ,检验 B( 当 然 , 在 证 实 之 
前 ) 的 可 靠 性 . 并 且 Pr{ 8/4} 是 可 变 的 ;事实 上 , 它 能 取 0 与 1 之 
税 的 任何 值 ， 现 在 , 按 我 们 的 公式 (IV)， 

当 PAB8/4} 从 1 减少 到 零 时 ， 

Pr{A4/B} 从 Pr{4} 增 大 到 1. 
这 个 陈述 以 一 种 新 的 语言 表示 我 们 在 以 前 ($13.10) 讨论 过 的 一 
点 ， 让 我 们 检查 一 下 极端 情况 . 如果 没 有 4 的 8 几乎 是 不 可 信 的 
(Pr B/4} 几乎 为 0), 则 结论 B 的 证 实 使 得 猜想 4 接近 于 可 靠 , 另 
一 方面 ,即使 4 为 假 , 我 们 也 的 确 不 会 怀疑 (Pr{ 8/4} 几乎 为 1)， 
结论 B 的 证 实 几乎 没有 让 我 们 对 4 增添 什么 信任 . 


57. 审 定 一 个 可 能 的 根据 


在 前 一 节 的 广阔 而 慎重 的 讨论 之 后 ,我们 能 稍微 更 快 一 点 继 
续 观 察 类 似 情况 . 
此 处 有 这 样 一 种 情况 : 我 们 研究 的 目标 是 一 个 确定 的 猜想 
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4. 我 们 看 到 一 个 关于 4 的 可 能 根据 , 即 一 个 命题 8, 4 要 从 B 推 
出 : 
4 为 召 所 蕴含， 
我 们 开始 研究 B。 如 果 我 们 证 实 了 3，4 也 会 被 证 实 . 可 是 了 3 秃 
清楚 是 假 的 。 证 实 了 为 假 是 如 何 影响 我 们 对 4 的 信任 呢 ? 
让 概率 演算 来 回答 这 个 问题 。 由 于 8B 蕴含 4, 则 
Pr{A/B} = 1. 
让 我 们 把 这 个 式 子 同 某 些 基本 公式 合并 在 一 起 ( 见 例 14.26 (4)， 
(C2), (3)): 
Pr{A} = Pr{AB} + Pr{AB} 
= Pr{B}Pr{A/B} + Pr{B}Pr{A/B} 
= Pr{B}+ (1 — Pr{B})Pr{A/B}. 


因此 我 们 得 到 
(1) Pr{A/B} = Prl4} — Pr{B} 


1— Pr{B} 
左边 表示 在 已 经 被 驱 倒 的 B( 乃 是 一 个 关于 4 的 可 能 根据 ) 之 后 的 
4 的 可 靠 性 .右边 表示 驭 倒 B 以 前 的 情况 ， 顺 便 还 可 以 对 右边 进 
行 变 换 , 以 使 式 (D) 以 如 下 形式 出 现 
Pr{A/B} ~ Pr{4} — Pr{B} 二 
二 Pr(B}， 
因此 我 们 知道 
《II Pr{A/B} < Pr{A}. 
这 个 不 等 式 的 两 边 都 表示 猜想 4 的 可 靠 性 ,左边 是 驱 倒 也 之 后 的 
右边 是 驱 倒 了 之 前 的 ， 因 此 ,不等式 (ID 表达 一 个 规则 ; 当 一 个 
关于 猪 想 的 可 能 根据 被 驳 倒 了 的 时 候 ， 我 们 对 猪 想 的 信任 只 能 减 
少 (参阅 13.2). 
我 们 还 能 从 式 (1) 学 到 更 多 的 东西 . 让 我 们 把 Pr{ 4} 看 作 常 
数 , 同时 把 Pr{ 8B} 看 作 变 量 ， 我 们 来 考察 各 种 情况 , 这 些 情况 在 
一 个 重要 方面 是 不 相同 的 : 即 在 我 们 对 B 的 信任 的 程度 方面 .我 
们 对 的 信任 也 许 很 小 ,但 它 不 能 任意 大 : 它 决 不 能 超过 我 们 对 
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4 的 信任 . 因为 ,如 果 了 3 为 真 ,4 也 为 真 . (然而 即使 也 为 假 , 4 还 
可 能 为 真 , ) 因此 ，, 我 们 确定 端点 值 ，Pr{ B} 就 在 其 间 变 动 : 
0<=Pr{B}<Pr{A}. 
我 们 从 式 (D) 知道 
当 Pr{B} 从 0 增加 到 Pr{4} 时 ， 
tA} 从 a a 


4 8. 审定 不 相 容 的 猜想 


现在 我 们 考虑 另 一 种 情况 : 我 们 审定 两 个 不 相 容 的 猜想 ，4 

与 B。 当 我 们 说 4 同 B 相 抵触 或 
《4 与 B 是 不 相 容 的 、 

我 们 的 意思 是 当 它们 中 的 一 个 为 真 时 则 蕴含 着 另 一 个 为 假 。 实 际 
上 ,我 们 主要 是 研究 4 ,开始 研究 B 是 因为 我 们 认为 研究 B 可 能 把 
4 和 弄 明白 。 事实 上 ，, 证 实 B 为 真 会 证 实 4 为 假 . 可 是 我 们 证 实 了 
B 为 假 。 这 个 结果 是 怎样 影响 我 们 对 4 的 信任 呢 ? 

让 概率 演算 来 回答 。 我 们 先 用 这 种 演算 语言 来 表示 4 与 8 不 
相 容 。 换 言 之 ,这 个 意思 是 4 与 不 能 都 是 真 的 ,因此 

Pr{AB} = 0. 
现在 我 们 从 基本 公式 (参阅 例 14.26(4), (2), (3)) 得 出 结论 
Pr{A} = Pr{AB} + Pr{AB} 


一 Pr{AB} 
一 Pr{B}Pr{A/B} 
~— (1— PA{B})Pr{A/B}, 
最 终 此 式 给 出 
Bl Pr{A} 
(CD Pr{A/B} 一 一 pf 机- 
显然 式 (D 蕴含 不 等 式 : 


《ID Pr{A/B} > Pr{4}. 


*137. 


左边 指 的 是 驱 倒 3 之 后 的 情况 ， 右 边 指 的 是 驳 倒 3 之 前 的 情况 
因此 我 们 能 把 (ID 看 作 具 有 如 下 意思 : 当 一 个 不 相 容 的 对 抗 猜想 
被 陪 倒 了 的 时 候 , 我 们 对 一 个 狂想 的 信任 只 能 增加 ( 参 网 513.3 ). 
我 们 还 能 从 式 (ID) 学 到 更 多 的 东西 ， 让 我 们 把 Pr{ 4} 看 作 常 
数 , 同时 把 Pr{ 8} 看 作 变 量 。 我们 来 确定 边界 , Pr{ B} 可 以 在 其 
间 变 化 。 当然 , Pr{ 8} 可 以 是 任意 小 。 可 是 Pr{ B} 不 能 任意 大 ; 
实际 上 , 它 绝 不 能 超过 Pr{4}。 如 果 B 为 真 , 则 4 更 加 真 。 由 于 
Pr{ 有 4} 等 于 1 一 Pr{4}, 则 
0<=Pr{B}<1— P(A4}. 

我 们 从 式 (1) 知道 

当 Pr{B} 从 0 增加 到 1 一 Pr{ 4} 时 ， 

Prd{4/B} 从 Pr{4} 增加 到 1 . 
即 我 们 越 相信 一 个 与 我 们 的 猜想 不 相 容 的 对 抗 猜 想 ， 则 当 对 抗 猪 


想 被 开 便 时 ， 我 们 对 多 想 的 信 侍 并 加 得 起 多. 
$ 9. 审定 几 个 接连 的 结论 


现在 我 们 考虑 下 面 的 重要 情况 : 我 们 研究 的 目标 是 某 个 猜想 
4. 此 刻 我 们 尚 不 知道 将 如 何 决定 4 是 真 还 是 假 。 可 是 我 们 知道 
4 的 几 个 结论 B,, B;, B,,***: 

4 蕴含 Bl,， 4 蕴含 B:,， 4 蕴含 B;,…. 结论 B,, Bi, B,,*…* 
是 比 4 本身 更 可 达到 的 ， 因 而 我 们 决定 一 个 接 一 个 地 审定 它们 . 
(这 是 自然 科学 的 典型 处 理 手 法 :本 来 我 们 没有 办 法 审定 一 般 定律 ， 
因此 我 们 借 检 验 几 个 结论 B,, B;,，B,,"… 来 审定 它 . ) 我 们 已 经 审 
定 了 结论 B1, B;, B;,"……,B。, 并 且 我 们 证 实 了 所 有 结论 : Bi， 
B:，…，B。， 弄 清楚 都 是 真 的 。 现在 我 们 正在 检验 下 一 个 结论 

Bsh: 结果 会 如 何 影响 我 们 对 4 的 信任 呢 ? 

为 了 按照 概率 演算 找 出 答案 ， 我 们 从 这 种 运算 的 一 般 规 则 开 
始 (有 苑 例 14.26 (5)): 

Pr{A/H}Pr{ B/HA} ~ Pr{B/H}Pr{ A/HB}. 
我 们 取 B 一 Bs 现在 ,由 于 B。+: 是 4 的 一 个 结论 ， 
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Pr{B/HA} = Pr{ Bn /HA} = 1, 
因此 我 们 看 出 
Pr{A/H} = Pr{ Bon/H}YPr{ A/HBsn}. 
我 们 取 已 一 B, B,-……B， 并 得 到 明确 的 公式 : 
(D Pr{A/B1-*:B,} =— Pr{Bsn/Bi**B,}Pr{A/B:*B,Bon)}. 
为 了 正确 理解 (DD), 我 们 必须 了 解 
Pr{A/B,-**Ba} 与 Pr{ 百 oa/Bi Ba 

分 别 表示 在 B,，B,， ……,B。 被 证 实 之 后 ,当然 在 Be+: 被 证 实 之 前 ， 
4 与 B,+: 的 可 靠 性 . 

Pr{41B,…….B。B,H} 表示 在 4 的 n 十 1 个 结论 B,, B,,*……B。 
与 Bn 的 证 实 之 后 4 的 可 靠 性 . 

我 们 必须 记 着 这 些 含义 ， 然 后 我 们 可 以 假定 (ID) 是 一 个 关于 
归纳 推理 的 精确 而 富有 创造 意义 的 命题 . 

首先 让 我 们 集中 注意 Pr{ Br Bi- …B。}; 这 个 可 靠 性 的 值 在 
多 数 情况 里 将 小 于 1, 仅 当 B,, B，,,"… ,Bs 为 真 使 得 B。+ 也 为 真 
时 , 即 仅 当 B,, B;,"… 及 B， 共同 蕴含 Be+ 时 , 它 等 于 1。 如 果 不 
是 这 个 情况 ,我 们 可 以 从 (D 导出 不 等 式 : 
(ID Pr{4/B……B,} <Pr{A/B**B,Ban}. 
即 如 果 新 结论 不 是 被 以 前 证 实 了 的 结论 所 薄命， 则 新 结论 的 证 实 
就 增强 我 们 对 狂想 的 信任 . 

让 我 们 把 式 《1) 写成 形 如 

四 天 Pr{4 B.:-:B,} 

《ITD) Prf41/B,…..B。B。a -人 
左边 指 的 是 证 实 B+ 之 后 的 情况 ; 右边 指 的 是 证 实 B。+ 之 前 的 
情况 。 让 我 们 把 4 与 Bi,B,,*…,B 的 关系 看 作 是 固定 的 , 但 把 
“Bsn 与 B1,B,,*…,B, 的 关系 看 作 可 变 的 .然后 我 们 把 (IT) 解释 
为 如 下 的 意 恩 ， 由 新 结论 的 证 实 所 引起 的 我 们 信任 的 增加 (或 由 
然 ,是 在 新 结论 证 实 之 前 ) 所 估计 的 新 结论 的 可 春 性 成 反 比例 变化 
的 。 
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我 们 可 以 用 别 的 语言 来 表示 同一 个 规则 。 当 我 们 开始 检验 我 
们 的 猜想 4 的 结论 B。+, 时 ， 我 们 面 对 着 弄 清 楚 B,+, 会 是 假 的 可 
能 性 ， 在 这 种 情况 里 4 将 被 推翻 。 由 先前 被 证 实 了 的 结论 B,， 
B.,…,B。 看 来 , 当 Pr{ Bsti/B1*…B。} 小 时 按 证 实 Bs+4 为 假 去 推 
翻 4 因此 我 们 能 对 (CID 人 下 解释 : 一 个 


tt ty 更 从 移交 说 : Bk 越 光 疾 。 
果 一 个 逃脱 被 联 倒 的 危险 的 猜想 ， ee ee 
到 尊敬 . 

从 我 们 的 讨论 一 开始 ， 我 们 就 考虑 了 一 个 提出 来 的 猜想 的 几 
个 结论 的 连续 证 实 所 提供 的 归纳 证 据 ， 极 端 情况 是 最 显眼 的 。 让 
我 们 再 一 次 通盘 考虑 它们 (只 增添 一 点 点 真实 性 并 把 我 们 的 注 
意 力 集中 到 这 一 时 刻 , 即 在 证 实 了 猜想 4 的 结论 B,, B;,…, 8 之 
后 ,我 们 开始 仔细 考察 新 结论 Bt 的 时 刻 。 

在 仔细 考察 之 下 新 结论 B,+, 也 许 显得 与 前 已 证 实 的 结论 B,， 
4,…,B。“ 几 平 没有 什么 不 同 ”. 这 样 一 种 情况 是 不 太 令 人 兴奋 的 . 
我 们 有 信心 期 望 ( 按 类 比方 法 , 按 推测 来 看 ) 8。+, 将 被 证 实 与 其 它 
结论 相似 ( 即 Pr{ Br/B,… ,也 ,} 接 近 于 它 的 最 大 值 1)。 我 们 简直 
没有 希望 B。n 的 研究 会 显示 某 种 很 新 的 东西 或 它 会 推翻 猜想 4， 
然而 当 B,++ 最 终 被 证 实时 ,关于 4 的 证 据 方面 的 得 益 也 不 多 。 

另 一 方面 ,在 仔细 考察 之 下 新 结论 8, 可 以 看 作 与 前 已 证 实 
的 结论 B,，B:， -了 B。“ 十 分 不 同 *， 这 样 一 种 情况 会 使 人 兴 
同 B,。B:,- .…，B。 相 类 比 没有 给 我 们 多 少 理由 去 期 待 Bt 会 被 证 
实 (Pr Br/B,…-B。} 接近 于 它 的 最 小 值 )， 我 们 领悟 到 Bu 
的 研究 骨 了 推翻 猜想 4 的 危险 。 但 它 也 有 机 会 去 显示 出 某 种 新 的 
东西 ,并 且 当 B。h 终于 被 证 实时 ,关于 4 的 证 据 方面 的 得 益 会 是 
很 多 的 . 

读者 应 该 回顾 一 些 前 面 的 例子 与 讨论 ，( 参 阅 $3.1~ $3.7, 第 
六 章 ，$10.1, $12.2, $13.11, 及 若干 其 他 章节 . ) 在 应 有 的 比较 之 


。140 . 


后 ,在 读者 看 来 本 节 的 式 (IID 可 以 作为 所 包含 原则 的 最 简明 与 最 
精确 的 表达 . 无 论 如 何 , 如 果 他 能 看 出 我 们 的 一 些 例子 同 式 (II7 
的 关系 ,他 已 经 向 澄清 他 的 关于 一 个 重要 问题 的 思想 到 出 了 很 好 
的 一 步 . 


4 10. 关于 情况 证 据 


现在 我 们 考虑 一 个 我 们 在 处 理 法 院 审判 事件 的 推理 中 磁 到 过 
的 情况 : 我 们 正在 审定 一 个 猜想 4. 《这 个 猜想 可 能 是 由 原告 提 
出 来 的 一 项 控告 . ) 我 们 (陪审 团 ) 必 须 想 出 4 是 真 还 是 假 。 一 个 情 
况 刁 被 (原告 ) 提 出 来 了 ,这 个 情况 同 猜想 4 有 这 样 一 种 关系 以 使 

有 4 的 B 比 没有 4 的 B 更 可 靠 . 

在 诉讼 过 程 中 这 个 情况 8 被 如 此 强 有 力 地 确认 ， 以 致 我 们 可 能 把 
它 当 作 已 证 实 了 的 事实 。 (也 许 B 甚至 还 没有 遭 到 反驳 .) 这 究竟 
怎样 影响 我 们 对 4 的 信任 呢 ? 

让 概率 演算 来 回答 这 个 问题 。 关 于 4 与 B 之 间 关 系 的 基本 假 
设 由 不 等 式 表示 
(DD Pr{B,A} > Pr{B/A}. 
按 概率 论 的 基本 公式 (参阅 例 14.26)， 

Pr{A}Pr{B/A} ~ Pr{B} Pr{A/B}, 
Pr{B} = Pr{A}Pr{B/A} + (1 — Pr{A})Pr{B/A}. 


把 这 些 合并 起 来 我们 得 到 

Pr{A} pr Si Pr{B/A} 
(ID Pr(A7 BT PA{A}+ (1 Pr{ 4A Brgy 
用 (D， 我 们 从 (ID 得 出 结论 
(CID Pr{A} < Pr{A/B}. 


这 不 等 式 的 两 边 表示 猜想 4 的 可 靠 性 。 左 边 是 在 情况 B 证 实 以 前 
的 ,右边 是 在 巨 和 证 实 以 后 的 。 因 此 ,不 等 式 (ID 表达 一 个 规则 : 如 
果 有 基 个 名 想 的 基 个 信 吕 比 没有 基 个 名 想 的 更 可 靠 ， 则 那个 情 次 
的 证 明 只 能 提高 导 个 猪 想 的 可 从 性 .( 参 网 $13.13.) 

我 们 还 能 从 式 (ID 学 到 更 多 的 东西 。 让 我 们 把 Pr{4} 和 
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Pr{ B/4} 看 作 常 数 , 而 把 Pr{ B/4} 看 作 变 量 . 那么 Pr{ 4/B} 依 
赖 于 Pr{ B8/4}: 

当 pr{B/41} 从 Pr B/4} 减少 到 0 时， 

Pd 4/B} 就 从 Pr 4} 增加 到 1 . 
即 若 没 有 某 个 猜想 的 情况 似乎 越 不 可 靠 ， 则 那个 情况 的 证 明 将 把 
那个 猪 想 的 可 靠 性 提高 得 越 多 。 在 $13.13 里 , 沿 所 考虑 例子 的 引 
导 , 我 们 得 出 非常 接近 于 这 个 规则 的 结论 . 

强 的 司法 证 据 是 全 都 表明 同样 结论 的 几 个 证 实 相合 的 结果 ; 

见 $13.13《4)， 如 果 有 几 个 情况 B,,B,,B;,*…- 其 中 每 个 有 4 比 没 
有 4 更 可 靠 ,并 且 它 们 连续 地 被 证 实 , 则 支持 4 的 证 据 每 一 步 都 增 
加 。 由 一 个 新 证 实 的 情况 所 引出 的 附加 证 据 的 份量 要 由 各 种 条 件 
来 定 。 同 先前 审定 的 情况 十 分 不 同 的 新 情况 ( 同 先前 审定 的 证 人 
明显 地 无 关 的 新 证 人 ) 含有 特殊 份量 。 为 了 表达 这 些 论点 ， 同 在 
$9 中 所 展开 的 公式 与 在 $6 中 所 介绍 的 公式 有 关系 一 样 ,我 们 要 
展开 同 本 节 所 介绍 的 那些 有 关系 的 公式 . 


第 十 五 章 的 例题 和 注释 


1. 用 概率 演算 审定 在 $13.8 中 所 讨论 的 情况 。 

2. 用 概率 演算 审定 在 例 13.8 的 解答 中 所 遇 到 过 的 模式 。 你 
能 证 明 它 吗 ? 

3. 用 概率 演算 再 审定 例 13.10。 
定量 ”应 用 ,被 指定 用 来 阐明 合 情 推 理 的 某 些 模 式 . 这些 模 式 主要 
是 由 关于 数学 猜想 的 启发 式 推理 提出 来 的 。 你 能 把 概率 演算 以 同 
样 方式 应 用 到 其 他 种 类 的 例子 上 去 吗 ? 

《1) 设 4 是 我 们 正 要 掷 的 公平 静 子 会 显示 出 > 点 (> 一 1， 
2,…6) 的 猜想 .这 些 猜想 4,， 4,,… -4s 是 属于 在 4$5 ~$10 里 我 
们 不 特别 想 审 定 的 一 种 。 还 是 让 我 们 以 同样 方式 试 着 处 理 它 
们 : 我 们 考虑 它们 的 可 靠 性 Pr{ 41}, Pr{ 4;}… ,Pr{4e} 并 把 概率 
演算 应 用 于 它们 。 由 于 4, 4:…, 4 互相 排斥 并 取 尽 所 有 可 能 
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性 , 则 

Pr{A} + Prf4 + -+ Pr{Ade} = 1. 
婚 然 我 们 所 用 的 奶子 是 公平 的 , 它 的 面 是 可 交换 的 ,六 个 面 中 没有 
一 个 面 比 任 何 别 的 面 更 特殊 ,因此 我 们 不 得 不 假定 


Pr{ 4A.} 0 Pr{ 42} | Pr{ Ae}. 
把 这 个 同 前 面 的 公式 合并 起 来 ,我们 得 到 
Pr{4d} = Pr{As} = + = Pr{Ae} = 1/6, 


因此 使 我 们 认为 所 考虑 的 可 靠 性 都 有 确定 数值 。 我 想 , 艾 尼 鲍 迪 
先生 (我 们 的 来 自 $5 的 朋友 ) 会 不 得 不 得 出 同样 结论 . 

猜想 4, 的 可 靠 性 弄 清 楚 与 一 个 公平 仍 子 显示 一 个 点 的 事件 
的 概率 有 相同 数值 .然而 这 没有 什么 令 人 惊奇 的 : 因为 我 们 承认 
相同 规则 ,同时 ,在 计算 可 靠 性 及 概率 的 时 候 仿 定 都 具有 相同 的 可 
交换 性 (或 对 称 性 ), (当然 ,读者 不 应 该 忘记 可 靠 性 与 概率 的 定义 
是 完全 不 同 的 .) 

(2) 前 面 的 讨论 应 用 于 许多 其 它 情 况 ， 

用 三 条 通过 圆心 的 直线 ,一 个 圆 面 被 分 成 六 个 相等 的 扇形 . 
一 个 雨滴 正 要 沙 在 圆 面 上 ， 我 们 称 4， 为 雨滴 会 落 在 第 一 个 扇形 
上 的 断定 ，4 为 它 会 落 在 第 二 个 扇形 上 的 断定 ,如 此 等 等 。 这 个 
情况 基本 上 同 (1) 下 所 讨论 的 一 样 , 并 且 结果 当然 也 是 相同 的 : 六 
个 断定 中 的 每 一 个 都 有 同样 的 1/6 可 靠 性 。 

推广 也 是 显然 的 : 我 们 不 必 局 限于 数 6 或 雨滴 。 我们 可 以 把 
圆 分 成 ”个 扇形 并 考虑 某 个 别 的 种 类 的 随机 事件 .我 们 也 能 把 贺 
的 面积 变 为 它 的 圆周 ， 因 而 得 到 如 下 情况 : 一 个 点 将 由 某 种 随机 
行为 选 在 圆周 上 ， 这 个 行为 并 不 认为 圆周 上 的 随便 哪个 点 是 任何 
特别 的 点 。 有 人 猜想 点 会 落 在 茶 段 弧 上 。 这 个 猜想 的 可 靠 性 是 某 
弧 长 同 整 个 辑 周 长 之 比 . 

我 们 能 把 圆 变 为 球 ， 为 简单 起 见 , 让 我 们 假定 地 球 是 一 个 贺 
的 球体 ， 而 且 打 在 地 球 上 的 陨石 的 方向 是 任意 的 一 一 并 不 认为 有 
任何 特别 的 方向 是 更 好 的 . 有 人 猜想 下 一 块 落 在 地 球 上 的 陨石 会 
打 中 某 个 区 域 . 这 个 猜想 的 可 靠 性 有 多 大 ? 如 果 我 们 一 定 要 求 出 
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其 精确 的 细节 ,数学 运算 将 会 相当 复杂 ,但 是 结果 恰好 同 圆 的 情况 
一 样 直观 : 所 求 的 可 靠 性 是 那个 区 域 面积 同 整个 地 球 表面 面积 之 
比 . 

我 们 不 需要 进一步 获得 类 似 的 ,或 更 一 般 的 情况 .然而 ,让 我 
们 考虑 两 个 特殊 情况 . 
在 圆周 上 随机 选取 的 一 点 会 落 在 离 圆 周 的 给 定点 在 一 度 工 离 
以 内 的 猜想 的 可 靠 性 是 1/180. 

沙 到 地 球 上 的 下 一 块 陨石 会 打 在 离 纽约 市 中 心 在 一 度 距离 以 
内 的 猜想 的 可 靠 性 是 0.00007615。( 这 是 一 块 小 球 冠 面积 同 整个 
地 球面 积 的 比值 .) 

园 与 球 具有 高 度 对 称 性 : 一 个 适当 的 旋转 ， 在 不 改变 作为 整 
体 的 图 形 位 置 前 提 下 ， 能 把 图 形 的 一 点 从 图 形 上 的 任何 给 定位 置 
转移 到 任何 其 他 给 定位 置 。 这 种 对 称 性 本 来 不 足以 证 明 上 述 结 
果 . 在 推导 它们 的 时 候 我 们 必须 假设 “物理 的 ”对 称 ， 即 关于 在 考 
虑 中 的 物理 作用 的 几何 图 形 , 其 任意 两 点 的 可 交换 性 。 

计算 出 来 的 可 靠 性 不 会 有 许多 新 奇 的 东西 : 它们 同 长 时 间 以 
来 知道 的 ,并 且 成 功 地 应 用 到 各 种 大 量 现象 的 对 应 的 概率 相合 ， 

计算 的 可 靠 性 一 般 说 来 不 会 同 原先 我 们 所 估计 的 可 靠 性 相抵 
触 . 当然 ,我 们 也 不 应 该 太 相信 这 个 . 

《3) 开 普 勒 只 知道 有 六 颗 行 星 绕 太阳 旋 转 并 想 出 几何 论证 ， 
为 什么 必定 正好 是 六 颗 行 星 ; 见 $11.5。 可 是 望远镜 并 没有 听从 他 
的 论证 .于 1781 年 ， 开 普 勒 死 后 大 约 150 年 ， 天 文学 家 赫 歇 尔 
《Herschd) 观察 到 一 颗 缓 慢 移 动 的 星 并 猜测 它 是 颗 葡 星 ; 它 弄 清楚 
了 是 在 土星 轨道 外 运行 的 第 七 颗 行 星 (天 王 星 ). 在 1801~1806 
年 间 四 颗 在 火星 与 木星 轨道 之 间 运 行 的 小 行星 (一 号 , 二 号 , 三 号 
与 四 号 小 行星 ) 类 似 地 被 发 现 了 .〔 后 来 有 好 几 百 颗 这 样 的 小 行星 
先后 被 发 现 .) 

在 牛顿 理论 的 基础 上 ,天 文学 家 们 试图 计算 这 些 行星 的 运动 。 
对 天 王 星 进行 计算 的 结果 并 不 是 很 成 功 的 ; 理论 值 与 观察 值 之 间 
的 差异 似乎 超过 了 误差 的 允许 界限 。 某 些 天 文学 家 怀疑 这 些 偏差 
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也 许 是 由 于 在 天 王 星 轨道 外 运行 的 行星 的 吸引 力 造成 的 , 于 是 法 
国 天 文学 家 勒 韦 列 比 他 的 同事 更 彻底 地 研究 了 这 个 猜想 。 审 查 所 
提出 来 的 各 种 解释 ， 他 发 现 只 有 一 种 理由 可 以 说 明 被 观察 到 的 天 
王 星 运动 的 “异常 现象 ”: 存在 一 颗 天 王 星 以 外 的 行星 。 他 试图 从 
天 王 星 的 “异常 现象 "来 计算 这 样 一 颗 假 设 行星 的 轨道 最 终 勒 韦 
列 给 假设 的 行星 指定 了 天 空中 的 确定 位 置 .他 给 另 一 个 天 文学 家 
写 信 告诉 他 这 件 事 ， 而 后 者 所 在 的 天 文 全 有 最 好 的 设备 可 以 观察 
天 空 的 那个 部 分 ， 信 于 1846 年 9 月 23 日 寄 到 , 而 在 当天 傍晚 一 
颗 新 行星 就 在 惑 韦 列 所 指定 点 的 一 度 以 内 被 发 现 了 .， 它 是 一 颗 大 
的 天 王 星 以 外 的 行星 ,有 接近 于 勒 韦 列 所 预告 的 质量 及 轨道. 

《4) 使 这 样 一 个 非凡 的 预告 成 为 可 能 的 理论 必定 是 极 好 的 理 
论 . 这 也 许 是 我 们 的 第 一 个 印象 ， 让 我 们 试 着 依照 概率 演算 来 泪 
清 这 个 印象 . 

了 表示 成 为 天 文学 计算 基础 的 理论 ， 它 是 由 牛顿 力学 定律 及 
牛 巾 引力 定律 所 组 成 的 牛顿 理论 . 

AN 表示 勒 韦 列 断 言 : 在 确定 的 某 日 ,会 有 一 颗 新 行星 , 它 有 如 
此 这 等 质量 及 如 此 这 等 轨道 (近似 地 ), 在 天 空 的 某 某 点 附近 ， 更 
精确 些 , 设 入 表示 被 后 来 的 观察 所 证 实 的 勒 韦 列 断 言 的 那 部 分 . 

PrtT} 表示 在 新 行星 发 现 日 子 之 前 , 天 文学 家 们 所 知道 的 所 
有 事实 基础 上 的 相信 理论 工 的 程度 . 

Pr{T/N} 表示 在 勒 韦 列 预言 的 证 实 被 加 到 以 前 所 知道 的 
事实 上 去 的 时 候 , 对 同一 个 理论 工 应 有 的 信任 程度 . 

我 们 认为 勒 韦 列 预言 的 证 实 增加 了 对 理论 了 的 信任 ， 因 而 我 
们 相信 PAT/N} 大 于 PAT}。 实际 上 ,我 们 发 现 ( 按 例 14.26 (2)) 


Pr{T/N} FS PN/T} 
Pr{T} Pr{N} ° 


Pr{N} 是 勒 韦 列 断言 NV “自身 ”的 可 靠 性 , 即 未 考虑 理论 了 的 
真 与 假 ; 在 PAT} 的 值 的 计算 上 作为 知识 状态 的 基础 同 假设 是 一 
样 对 待 的 。 这 个 Pr{N} 必定 是 极 小 的 :在 这 种 情况 下 。 如 果 我 们 
忽视 了 和 牛顿 理论 工 的 话 ， 还 有 什么 根据 会 使 我 们 不 得 不 怀疑 有 接 
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近 于 天 空中 确定 点 的 如 此 这 般 精 确 特 性 的 一 颗 天 王 星 以 外 的 行星 
存在 ? 

Pr{N/T} 是 按照 在 理论 工 基 础 上 坦 韦 列 计算 的 勒 韦 列 断 言 
六 的 可 人 靠 性 , 因而 它 是 与 PAN} 很 不 相同 的 概念 。 也 许 勒 韦 列 并 
没有 明确 地 证 明 过 有 如 此 这 般 特 性 的 天 王 星 以 外 的 行星 存在 才 是 
适合 于 理论 工 的 唯一 解释 。 可 是 他 已 非常 接近 于 恰好 证 明了 这 一 
点 ,因而 Pr N/T} 离 必 然 性 已 不 太 远 了 . 

概括 地 说 ,我 们 可 以 把 Pr{N/T} 看 作 离 1 不 很 远 的 相当 大 的 
分 数 , 而 把 Pr{N} 看 作 趋 于 0 的 非常 小 的 分 数 ， 可 是 如 果 我 们 这 
样 认为 ,比率 PrLN/AT}/PrtN} 显得 非常 大 ， 它 必定 像 是 比率 
PAT/N}/Pr{ 7}, 按 上 面 公式 , 它 的 值 同 前 面 的 一 样 。 因 此 ,在 勒 
韦 列 的 预言 证 实 以 后 ,我 们 对 理论 了 的 信任 Pr{T/N} 显得 比 在 这 
个 证 实 以 前 ,我 们 对 局 一 个 理论 的 信任 Pr{ 7T} 要 大 得 多 . 

(5) 前 面 的 考虑 仍然 属于 我 们 在 $5 里 曾 慎 重地 限制 我 们 自 
己 的 范围 ， 可 是 让 我 们 把 愤 重 放弃 一 会 儿 并 专注 于 某 些 冒 险 的 概 
算 之 中 . 

勒 韦 列 预言 Y 掩 藏 了 许多 细节 ,我们 刚才 看 出 了 其 中 一 点 :新 
行星 将 接近 天 空 的 某 某 点 实际 上 ，, 它 被 发 现在 离 指出 点 一 度 以 
内 (相隔 52”)， 正 如 我 们 在 上 面 的 (2) 中 说 过 的 ,在 球面 上 随机 地 
选择 的 点 必须 在 离 一 个 指定 点 一 度 以 内 的 概率 能 够 在 简单 的 假设 
下 算出 来 ， 我 们 断定 Pr{N} 比 0.00007615 小 得 多 ， 我 们 可 以 勉 
勉强 强 地 把 Pr{N/T} 看 作 精 确 地 等 于 1, 然而 我 们 可 以 推测 那 
一 点 , 取 

Pr{N} = 0.00007615， Pr{N/T}~= 1, 
我 们 把 第 一 个 可 靠 性 估计 得 比 第 二 个 高 得 多 .因而 我 们 得 到 不 等 
式 
Pr{T/N} 1 
Pr{T} > T00007615 
当然 , 这 样 一 个 估计 是 靠不住 的 . 也 许 有 同和 牛顿 理论 工 完全 无 关 
的 类 似 理 由 ， 指 出 一 颗 新 行星 接近 地 球 轨道 平面 比 远离 它 的 机 会 
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多 .如 果 我 们 这 样 想 ,我 们 应 该 拿 更 大 的 、 但 又 小 于 1 的 分 数 
1/180 一 0.005556 

来 代替 0.00007615; 参阅 (2). 

这 种 估计 量 可 以 没完 没 了 地 讨论 下 去 . 例如 ,既然 Pr{T/N} 
确实 小 于 1 ,所 说 的 不 等 式 区 含 

Pr{T} 一 0.00007615. 

我 们 也 许 总 想 把 这 个 看 作 是 推翻 了 所 提出 来 的 不 等 式 ,看 作 " 归 缪 
法 "， 事 实 上 ,牛顿 理论 可 以 被 认为 牢 男 地 建立 于 1846 年 ,甚至 在 
海王 星 发 现 之 前 . 因此 认为 的 概率 这 样 低 可 能 显得 莞 唐 . 然而 ， 
我 并 不 认为 在 这 样 情况 下 我 们 一 定 要 把 可 靠 狂 10-: 看 作 是 低 的 : 
我 们 可 以 把 它 认 作 是 逻辑 必然 性 ， 对 这 种 远 辑 必然 性 的 结果 我 们 
描述 其 可 靠 性 为 1 ， 它 比 我 们 对 最 好 的 归纳 推广 的 信任 大 到 无 可 
比拟 ， 这 后 一 种 推广 的 可 靠 性 我 们 甚至 曾 把 它 看 作 无 穷 小 ; 参阅 
例 8 ， 

依照 这 一 切 ,我 们 可 以 发 现 回 到 $5~ $10 的 ,在 (4) 中 我 们 本 
来 坚持 的 立场 更 稳当 些 。 你 自己 只 从 定性 角度 想 想 看 , 情况 中 的 
哪 一 个 因素 发 生变 化 时 会 怎样 影响 你 的 信任 ， 但 不 要 使 你 自己 完 
全 陷 人 于 任何 定量 估计 中 去 . 

5. 可 能 性 与 可 对 性 .我 们 也 诈 有 一 个 关于 概率 的 猜想 ， 例 
如 ,你 也 许 猜想 你 手 里 拿 的 修 子 是 理想 的 公平 , 即 每 一 面 有 相同 的 
概率 1/6， 当然 , 这 个 猜想 是 难以 相信 的 。 或 者 你 会 想 那 粒 般 子 
的 每 一 面 有 0.16 与 0.17 之 间 的 概率 会 是 更 可 靠 些 .关于 概率 的 狂 
想 是 统计 假设 。 经 常 发 生 我 们 只 有 两 个 对 抗 猜 想 的 事 ， 一 个 “ 物 
理 的 ”猜想 P 与 一 个 统计 假设 有 ;参阅 14.9 (7) 及 例 14.33， 在 屠 
种 情况 里 我 们 可 以 认真 地 关心 统计 假设 万 的 可 靠 性 Pr{}. 

统计 观察 经 常 以 适当 的 方式 检验 统计 假设 H， 设 表示 统计 
观察 , 它 将 提供 这 样 那样 的 结果 的 预告 ， 让 我 们 考虑 可 靠 性 
Pr E/H} 并 假定 这 个 可 靠 性 有 一 个 同 概率 相等 的 数 信 ， 这 概率 是 
在 统计 假设 互 基础 上 算出 来 的 ， 由 所 预告 的 这 类 事件 会 发 生 的 
概率 。 正如 我 们 曾经 在 例 4 中 看 到 的 , 某 个 (很 自然 的 ) 可 交换 性 
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假设 。 或 对 称 性 假设 (包含 在 统计 假设 瓦 内 ) 甚 至 会 使 我 们 不 得 不 
把 可 靠 性 与 概率 同等 看 待 . 

正如 我 们 曾 在 $14.7 (5) 中 讨论 过 的 ， 这 个 可 靠 性 ， 或 概率 ， 
Pr{/H} 可 以 从 两 种 不 同 立场 去 看 ;也 可 参阅 $14.8 (5). 一 方面 
PrA E/H} 是 在 统计 假设 五 基础 上 算出 来 的 , 由 EE 所 预告 的 这 类 事 
件 的 概率 。 另 一 方面 , 如 果 这 样 一 个 事件 实际 上 发 生 了 并 被 观察 
到 了 , 我 们 倾向 于 认为 PAE/H} 的 数值 越 小 召 就 越 不 可 能 , 并且 
由 于 这 个 原因 ,由 所 预告 的 事件 确实 发 生 了 这 一 事实 作出 判断 ， 
我 们 把 Pr E/H} 称 为 统计 假设 妃 的 可 能 性 参阅 $14.7 (5, 还 
有 $14.8 (5). 

现在 由 例 14.26 (2) 可 得 

Pr{E/H}Pr{H 
PA{H/E} 一 PS. 
在 这 个 式 子 里 , Pr{ E/H} 不 仅 是 可 靠 性 ,而 且 是 概率 ,同时 有 确定 
数值 .可 是 PAH/E}, PMH}, PA E} 仅仅 是 可 靠 性 ,并 没有 假定 
它们 有 确定 数值 > 特别 地 Pr{ 已 } 与 PAH/E} 两 者 都 表示 同一 个 
统计 假设 的 可 靠 竹 ,但 是 第 一 个 在 由 五 所 预告 的 事件 的 观察 之 前 ， 
而 第 二 个 在 此 之 后 ， 让 我 们 不 以 平常 的 形式 , 而 是 强调 Pr{ E/H} 
的 一 个 方面 来 重 述 上 面 的 公式 : 
。，， AL 一 _ 可 能 性 X 事 件 前 的 可 靠 性 
事件 后 的 可 靠 性 事件 的 可 靠 性 : 

在 观察 了 由 互 所 预告 的 事件 之 后 ， 我 们 面 对 一 个 决定 : 我 们 
应 该 抛弃 统计 假设 互 ， 而 接受 对 抗 的 物理 猜想 乙 吗 ? 或 者 我 们 应 
该 做 什么 ? 我 们 的 决定 必须 建立 在 最 新 信息 的 基础 上 ， 因 而 建立 
在 事件 的 观察 之 后 的 统计 假设 的 可 靠 性 Px{H/E} 的 基础 上 ， 在 
这 个 可 靠 性 PAH/E} 之 中 可 能 性 Pr{ E/H} 是 因子 : 它 也 许 是 最 
重要 的 因子 ,因为 它 有 按 清楚 而 熟悉 的 程序 可 计算 的 数值 ,但 它 还 
只 不 过 是 个 因子 而 已 ,并 不 是 可 靠 性 的 全 部 表达 式 . 


1) 这 是 通常 情况 . 唯一 的 例外 是 统计 学 家 可 以 认为 Pr{} 有 数值 、 
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可 能 性 是 个 重要 的 指标 , 但 并 不 是 一 切 . 统计 学 家 会 巧妙 地 
限制 自己 计算 的 可 能 性 ,但 是 如 果 统 计 学 家 的 顾客 忽视 了 其 他 因 
子 , 那 他 会 砚 莽 从 事 的 ,他 应 该 小 心 慷 量 一 下 事件 前 的 统计 假设 的 
可 靠 性 Pr{H}: 实际 上 , 当 我 们 谈论 五 的 “适当 性 ”, 或 “现实 性 ” 
时 ,我 们 的 意思 就 是 指 这 个 Pr{B}. 参阅 例 14.33. 

6. 拉 普 拉 斯 试图 连接 归纳 法 与 概率 .一 个 袋子 按 未 知 的 比例 
装 上 黑 球 与 白 球 ， 连续 地 摸 出 六 个 白 球 与 个 黑 球 又 放 回去 ， 接 
着 摸 mm -+ x' 次 将 提供 zz 个 白 球 与 个 黑 球 的 概率 是 多 少 ? 

关于 袋子 和 球 这 个 显然 无 害 的 问题 的 特例 可 以 被 解释 为 把 归 
纳 推 理 简化 为 最 简单 的 表达 形式 这 样 一 个 基本 问题 .事实 上 ,让 我 
们 考虑 > 一 必 一 0 的 情况 .我 们 从 不 知 其 成 份 的 袋子 里 摸 出 mm 个 
球 ,并 和 弄 清楚 所 有 摸 出 来 的 球 都 是 白 的 ,我 们 可 以 把 这 个 例子 和 博 
物 学 家 做 实验 的 情况 作 比 较 ， 他 检验 了 猜想 的 个 结论 并 发 现 所 
有 mm 次 观察 同 猜想 一 致 ， 博 物 学 家 计划 做 更 多 的 观察 他 的 下 m 
次 观察 的 结果 也 将 同 猜想 一 致 的 概率 是 多 少 ?这 个 问题 可 以 被 解 
释 为 所 提出 来 的 关于 袋子 和 球 的 问题 的 特例 x = x’ 一 0. 

在 这 个 问题 里 面 有 一 点 是 含糊 的 并 且 是 难 办 的 : 在 袋子 里 黑 
球 同 白 球 的 比例 是 不 知道 的 .可 是 从 我 们 所 做 的 解释 来 看 ,这 一 点 
似乎 正 是 问题 的 本 质 : 博物 学 家 不 能 知道 自然 界 的 “内 部 运转 ”。 
他 只 知道 他 已 经 观察 到 的 ， 而 我 们 只 知道 直到 此 刻 为 止 在 袋子 里 
摸 了 这 么 这 么 多 次 提供 了 这 么 这 么 多 白 球 . 

如 果 关于 袋子 里 的 成 份 我 们 什么 也 不 知道 ， 常 识 会 提示 我 们 
是 不 能 算出 所 要 求 的 概率 的 ; 一 个 没有 足够 数据 的 问题 是 不 可 解 
的 .然而 拉 普 拉 斯 给 了 一 个 解 一 一 一 个 有 争议 的 解 ， 他 究竟 怎样 
设法 得 到 解 的 ? 

拉 普 拉 斯 引进 一 个 补偿 数据 不 足 的 新 原则 ; 这 个 原则 是 有 和 争 
议 的 . “ 当 一 个 简单 事件 的 概率 未 知 的 时 候 ,我们 可 以 假定 这 个 概 
率 取 在 0 与 1 之 间 所 有 可 能 值 是 同样 可 能 的 ,” 拉 普 拉 斯 说 .2“ 这 
是 无 知 的 均匀 分 布 ,” 他 这 样 嘲弄 他 的 反对 者 . 
1D < 多 集 >(Ocuvres complates)， 第 7 着 ， 第 XVIL 部 分 ， 
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只 要 拉 普 拉 斯 的 有 争议 的 原则 被 承认 了 ,导出 解 就 是 直 捷 的 ; 
这 里 我 们 不 必 考 虑 它 . 它 的 结果 是 : 如 果 摸 严 次 只 提供 白 球 , 那 
么 接连 摸 ”次 也 应 该 只 提供 白 球 的 概率 是 
72z 十 1 
力 十 7 十 王 
让 我 们 称 这 个 陈述 为 “一 般 连 续 规则 . "最 著名 的 例子 是 m' 二 1: 如 
果 摸 m 次 只 提供 白 球 则 下 一 次 提 也 必须 摸 出 一 个 白 球 的 概率 是 
Ln 
六 十 2 
让 我 们 称 这 个 为 “特殊 连续 规则 .22 
如 果 我 们 把 “ 白 球 ” 解 释 为 “同一 个 自然 界 的 一 致 观察 "同时 把 
“概率 ”解释 为 “合理 的 信任 程度 " ,那么 这 些 规则 是 可 以 接受 的 吗 ? 
这 个 问题 提 得 很 恰当 ,下 面 我 们 将 讨论 它 . 
(1) 让 我 们 考虑 归纳 推理 的 第 一 个 例子 ， 哥 德 巴赫 猜想 断 
言 ,从 6 一 3 十 3 起 , 任 一 偶 整数 是 两 个 奇 素数 之 和 .51.3 列 的 表 
把 这 个 猜想 证 实 到 30。 证 实 它 到 30 之 后 ， 我 们 多 少 有 点 自信 地 
期 望 在 下 一 个 例子 里 ,对 32 它 也 会 被 证 实 ， 特殊 连续 规则 可 以 被 
解释 有 这 种 意思 .在 前 mw 个 例子 里 证 实 了 哥 德 巴赫 狂想 之 后 , 我 
们 有 权利 期 望 在 下 一 个 例子 里 证 实 它 的 概率 是 
妨 十 1。 1 一 1 
m 二 2 功 十 2 
让 我 们 来 体会 这 个 意思 . 当 m 增 大 时 概率 也 增 大 : 事实 上 ,在 
过 去 被 证 实 的 例子 越 多 ， 我 们 就 越 自信 地 期 望 猜想 可 以 在 下 一 个 
例子 中 被 证 实 . 如 果 m 趋 于 co , 概率 就 趋 于 1: 我 们 可 以 希望 由 
于 收集 到 越 来 越 多 的 证 实 而 越 来 越 趋 于 必然 ， 现 在 让 我 们 考虑 两 
个 概率 的 差 , 一 个 对 应 于 m 十 1 个 以 前 的 证 实 ， 另 一 个 对 应 于 mm 
个 以 前 的 证 实 : 
12 十 2 m+l1 I 


m+3 m+2 (m+2)m+3) 


1) 这 个 稍微 不 同 于 一 般 术语 . 参阅 ]. M. 凯恩斯 :< 论 概率 * 《J. M. Keynes, 4 
sreatise on probability), 372~383 页. 
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当 m 增 大 时 这 个 差 碱 小 : ”每 一 个 新 的 证 实 都 会 增添 我 们 的 信任 ， 
这 是 真 的 . 但 是 由 于 前 边 的 证 实 次 数 越 来 越 多 因而 越 往 后 ， 每 一 
个 新 证 实 所 能 增添 的 信任 就 越 来 越 少 . (此 时 证 实 的 相似 性 在 这 
方面 是 本 质 的 ;参阅 $12.2.) 

现在 让 我 们 接 下 去 讲 一 般 连 续 规则 . 它 可 以 被 解释 有 这 个 意 
思 ; 在 前 w 个 例子 里 证 实 了 哥 德 巴赫 猜想 之 后 , 我 们 有 权利 期 望 
在 它 的 下 着 个 例子 里 的 证 实 有 概率 

十 1 
功 十 m 十 1 

如 果 我 们 让 zw 保持 不 变 , 但 让 m' 增 大 , 则 此 概率 减 小 : 实际 上 ,在 
这 种 情况 下 ,我们 越 试 图 在 过 去 观察 的 基础 上 进一步 预告 前 景 ,我 
们 就 越 缺乏 信心 。 如 果 mm' 无 限 增 大 , 则 概率 趋 于 零 . 事实 上 ,对 
m' 的 所 有 值 的 证 实 会 意味 着 哥 德 巴赫 猜想 为 真 。 显然 , 在 给 定 的 
观察 数 m 的 基础 上 我 们 不 能 断言 猜想 为 真 ， 规则 似乎 蕴含 一 个 较 
强 的 陈述 : 在 m 次 观察 的 基础 上 我 们 甚至 不 能 认为 哥 德 巴赫 猜想 
有 异 于 0 的 概率 ,这 样 强 有 力 的 陈述 也 许 能 指明 正确 方向 . 

(2) 直到 此 刻 连 续 规 则 似乎 是 应 该 受到 尊重 的 .还 是 让 我 们 
更 具体 地 考察 它 ， 让 我 们 赋予 普 以 数值 并 让 我 们 不 忽略 只 党 弄 
事 。 那 对 考虑 特殊 连续 规则 来 说 该 是 足够 的 了 . 

我 检验 偶数 6,8,10,… ，24 , 则 发 现 它们 中 的 每 一 个 都 是 两 
个 奇 素数 之 和 。 根据 规则 我 大 概 期 望 26 也 是 两 个 奇 素数 之 和 的 
概率 是 11/12. 

在 一 个 外 国 城市 里 ,我 好 不 容易 和 弄 懂 了 他 们 的 语言 ,我 怀 着 极 
其 疑惑 的 心情 在 一 家 餐馆 里 进餐 .在 那儿 吃 了 十 次 之 后 我 没 感到 
有 什么 不 好 的 印象 , 因而 我 完全 放心 地 第 十 一 次 去 餐馆 ， 规则 表 
明 下 一 次 用 餐 我 不 会 中 毒 的 概率 是 11/12. 

一 个 男孩 今天 10 岁 . 规则 表明 , 活 了 10 年 之 后 ,他 再 笑 一 年 
的 概率 是 11/12. 男孩 的 祖父 活 到 70 岁 , 规则 表明 他 再 活 一 年 的 
概率 是 71/72. 

这 些 应 用 好 像 是 患 春 的 ,但 是 没有 一 件 比 拉 普 拉 斯 本 人 的 下 
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列 应 用 更 为 思春 的 了 . “假定 ;” 他 说 ,“ 历 史 倒 退 5.000 年 ， 即 
1.826,213 天 . 在 这 段 时 间 里 每 天 太阳 都 是 升 起 来 的 , 因而 明天 太 
阳 仍 然 要 升 起 的 概率 是 1/1,826,213.” 我 要 特别 当心 不 能 眼 我 
的 挪威 同事 打 这 样 的 赌 ， 说 不 定 他 有 可 能 设法 把 我 俩 都 空运 到 北 
极 圈 里 的 某 个 地 方 去 .* 

然而 规则 甚至 能 制 驻 这 种 芋 唐 事 . 让 我 们 把 它 应 用 到 例子 
m 二 0 上 去 : 规则 的 应 用 对 这 个 例子 应 局 对 任何 其 他 例子 一 样 有 
效 。 从 而 对 mm 一 0 规则 断言 ， 没 有 任何 证 实 的 任何 猜想 也 应 有 
1/2 概率 ， 谁 都 能 想 出 例子 去 证 明 那 样 一 个 断言 是 荣 诞 的 .( 顺 
便 说 一 句 , 它 本 身 也 是 自 相 矛 盾 的 .) 

(3) 我 们 的 讨论 已 经 很 长 了 ， 用 较 谨慎 的 语言 就 会 使 讨论 拖 
长 ,并 且 它 有 可 能 再 被 加 长 ,但 是 这 里 总 起 来 讲 : 如 果 我 们 回避 数 
值 ,连续 规则 看 来 也 许 像 是 聪明 的 ,但 是 如 果 我 们 静 下 心 来 求 数值 
那 倒 真是 思春 的 ， 也 许 , 这 显示 出 一 个 教训 ， 把 概率 演算 应 用 到 
合 情 推理 的 时 候 , 原 则 上 要 回避 数值 。 无 论 如 何 ,这 是 本 章 所 主张 
的 观点 ， 

7. 为 什么 不 定量 ”本 章 提出 一 个 命题 : 概率 演算 应 该 被 应 用 
到 合 情 推理 上 去 , 虽然 只 是 定性 地 但 是 有 一 种 强烈 的 诱惑 让 我 
们 定量 地 应 用 它 ,因而 我 们 必须 审定 有 关 的 另外 几 点 . 

赫 猜 想 是 正确 的 ; 见 $1.2 ~ 1.3。 有 个 证 据说 是 在 哥伦布 之 前 几 百 
年 古 挪威 人 登 上 过 北美 大 陆 。 哪 个 证 据 更 强 ? 

实际 上 这 似乎 是 非常 愚 赛 的 问题 . 比较 两 个 如 此 完全 不 同 
的 例子 的 目的 是 什么 ? 谁 会 去 比较 它们 ?为 了 适当 地 判断 证 据 ， 
你 必须 是 个 专家 .在 一 个 例子 里 证 据 必须 由 熟悉 数论 的 数学 家 来 
判断 。 在 男 一 个 例子 里 证 据 必须 由 熟悉 古 冰岛 语 的 历史 学 家 来 判 
断 ， 简 直 没 有 会 熟悉 这 两 者 的 人 . 

然而 , 这 也 许 是 ,我 们 的 显然 是 恩 春 的 问题 指出 一 种 可 能 性 。 

1) < 全 集 > 《Ocuvres complater)， 第 7 卷 ， 第 XVI 部 分 。 

# 北极 团 冬 天 每 天 都 不 出 太阳 .一 一 译 者 注 
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可 能 是 没有 适当 的 解法 ， 没 有 适当 的 方法 去 说 哪个 证 据 比 另 一 个 
更 强 。 这 个 可 能 性 是 如 此 重要 以 致 它 该 有 个 名 称 。 如 果 没 有 适当 
的 方法 去 决定 哪个 证 据 更 强 , E, 或 Es 让 我 们 称 E, 为 同 E, 是 不 
可 比较 的 。 在 前 面 一 些 章 里 我 们 能 找到 几 个 例子 , 它们 比 本 章 的 
例 闻 能 更 清楚 也 更 令 人 信服 地 说 明 一 个 证 据 也 许 同 男 一 个 是 不 可 
比较 的 ， 见 $4.8. 

(2) 可 比较 的 。 在 指出 有 些 证 据 也 许 是 不 可 比较 的 可 能 性 之 
后 ,现在 让 我 们 考察 几 个 证 据 显 然 是 可 比较 的 例子 . 

设 已 表示 关于 哥 德 巴赫 猜想 的 证 据 , 是 由 直到 1,000 的 所 有 
偶数 的 证 实 得 来 的 。 设 E, 表示 由 直到 2.000 得 到 证 实 的 同一 个 
猜想 的 证 据 ， 显 然 , 证 据 BE; 比 证 据 E, 更 强 . 

现在 , 让 我 们 改变 记 法 , 设 E, 表示 十 挪威 人 在 哥伦布 之 前 合 
上 美洲 大 陆 的 现在 的 证 据 ， 设 5, 表示 如 果 有 人 发 现 过 ,比方 说 ， 
一 个 埋葬 地 点 , 那 是 在 拉 布 拉 多 《Labrador) 海滨 的 一 个 地 方 ， 埋 
着 有 类 似 于 来 自 威 金 人 (Viking) 时 代 就 保存 下 来 的 盾牌 和 剑 。 那 
么 这 个 证 据 会 变 强 ， 显 然 ,证 所 E; 会 比 证 据 E, 强 些 . 

让 我 们 再 考虑 稍微 更 巧妙 一 些 的 例子 .现在 设 E, 表示 关于 
猜想 4 的 证 据 , 这 证 据 是 由 它 的 结论 B 之 一 的 证 实 得 来 的 。 在 
结论 被 证 实 之 后 ， 有 人 观察 到 8 就 其 本 身 来 说 本 来 是 很 不 可 能 
的 . (这 个 观察 可 能 是 十 分 精确 的 ;在 一 个 简单 而 且 显然 适当 的 统 
计 假设 的 基础 上 , 算出 来 了 的 概率 可 能 是 很 低 的 . ) 这 个 观察 的 见 
解 把 关于 猜想 4 的 证 据 E, 变 为 证 据 E, ,证 据 E, 比 证 据 5, 强 。 
(我们 已 经 在 $12.3 也 许 有 点 不 那么 明显 地 讲 到 过 .) 

在 所 有 这 三 个 例子 中 ,我们 都 是 通过 添加 一 个 有 关 的 观察 的 
办 法 从 证 据 5, 得 到 证 据 E，。 然而 如 果 在 E, 与 ;之 间 没 有 那 种 
简单 关系 ， 我 们 怎么 能 够 决定 哪 一 个 更 强 些 ? 这 个 问题 甚至 更 接 
近 于 两 个 证 据 间 不 可 比较 的 可 能 性 的 问题 . 


证 据 E, 可 能 合理 地 成 为 比 证 据 E, 更 强 这 一 情况 .可 是 强 多 少 
嘱 ? 在 我 看 来 在 前 面 任何 一 个 例子 中 对 这 个 问题 似乎 没有 合理 的 


答案 ， 因 而 我 们 还 得 停留 在 定性 的 水 平 上 . 

(4) 怎样 看 待 它 ” 在 44 里 我 们 开始 用 符号 Pr{ 4} 表示 猜想 
4 的 可 靠 性 ， 在 本 章 的 后 面 几 节 我 们 曾 试图 不 给 Pr{ 4} 以 任何 确 
定数 值 而 继续 做 下 去 : 从 而 构成 本 书 所 主张 的 “定性 ”观点 ,每 当 
把 概率 演算 应 用 到 关于 猪 想 4 的 合 情 推理 时 ,“ 定 量 ” 观 点 的 目的 
是 在 于 给 Prf 4} 一 个 确定 的 数值 

证 明 的 重担 完全 沙 在 那些 拥护 把 概率 演算 定量 地 应 用 到 合 情 
推理 上 去 的 人 们 身上 ， 他 们 必须 做 的 一 切 是 产生 一 类 不 平常 的 儿 
想 4, 它们 的 可 靠 性 Pr{ 4} 可 以 用 一 种 清楚 的 方法 算出 来 ， 这 方 
法 至 少 在 某 些 情况 下 会 导致 可 以 接受 的 结果 ?. 

可 是 到 现在 为 止 还 没有 一 个 人 提出 一 种 用 在 计算 不 平常 情况 
下 的 可 靠 性 的 清楚 而 令 人 信服 的 方法 。 如 果 我 们 能 想像 出 重要 的 
正确 估算 可 靠 性 的 具体 情况 (正如 我 们 已 经 做 过 的 那样 ), 我 们 就 
能 很 容易 地 发 现任 何 赋 予 可 靠 性 以 确定 的 数值 都 有 当 使 瓜 的 极 大 
危险 . 

有 确定 数值 的 可 靠 性 是 可 比较 的 ， 两 个 数 不 是 相等 ， 就 是 它 
们 之 中 的 一 个 比 另 一 个 大 ， 然 而 在 1) 与 (2) 中 的 讨论 之 后 , 我 们 
会 发 现任 意 两 个 猜想 在 可 靠 性 方面 常常 是 不 可 比较 的 ， 拿 两 个 我 
们 要 借以 开始 讨论 的 猜想 来 说 : 哥 德 巴赫 狂想 与 关于 发 现 美洲 的 
历史 猜想 ， 如 果 我 们 赋予 可 靠 性 以 数值 , 那么 支持 一 个 猜想 的 证 
据 强度 就 可 以 同 支持 另 一 个 猪 想 的 证 据 强度 相 比较 :可 是 这 样 的 
比较 显得 毫 无 价值 并 且 是 恩 套 的 . 

(5)》 那 究竟 还 值得 做 吗 ? 有 另外 一 种 同 前 面 讨论 无 关 的 必须 
考虑 的 观点 。 合 情 论 证 的 分 量 可 能 是 极为 重要 的 , 但 那 种 重要 性 
是 临时 的 ,短暂 的 ,不 定 的 把 数值 加 在 那样 不 定 的 东西 上 面 究竟 
还 值得 做 吗 ? 


1) 在 互 换 性 与 对 称 性 某 种 假设 基础 上 ， 对 一 可 靠 狂 赋予 数值 (正如 在 例 4 中 所 做 
过 的 ), 这 应 该 被 看 成 中 很 平常 的 : 希望 有 更 新 的 东西 ， 可 以 用 作 定量 证 明 的 可 
车 性 . 
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按照 《原理 ?六 的 第 一 版 中 所 搜集 的 事实 来 判断 牛顿 引力 定律 
的 可 靠 性 是 多 少 ? 让 我 们 想像 暂时 有 一 种 用 数值 去 估计 那样 一 种 
可 靠 性 的 方法 .可 是 我 们 从 来 都 不 该 想像 这 种 佑 值 可 能 是 容易 的 : 
由 事实 的 复杂 性 及 它们 的 相互 关系 来 看 , 估 值 必定 是 很 麻烦 的 , 数 
值 计算 是 长 的 . 承担 这 种 计算 究竟 还 值得 吗 ?从 我 们 今天 的 角度 
来 说 ， 也 许 是 鉴于 牛顿 发 现 的 历史 上 与 哲学 上 的 重要 地 位 认为 是 
值得 的 .可 是 从 牛顿 与 他 的 同时 代 人 的 角度 来 看 就 不 是 这 样 的 
了 : 他 们 可 以 不 去 计算 理论 的 可 靠 性 ， 他 们 可 以 费 同样 的 力气 通 
过 发 展 理论 , 增加 观察 去 改变 可 靠 性 ， 专心 致 志 十 年 去 计算 只 有 
一 秒 钟 有 效 的 可 靠 程度 似乎 是 荒 廖 的 . 
§1.2 ~1.3) 的 新 特例 被 证 实 了 ， 那 种 证 实 必定 被 看 作 增 加 证 据 的 
份 县 , 或 猜想 的 可 靠 性 . 然而 这 种 证 实 的 量 再 大 也 不 能 证 实 猜想 
本 身 ， 我 们 甚至 还 会 感到 这 种 证 实 再 多 也 不 能 使 猜想 适度 地 接近 
证 实 . (参阅 例 4(5), 例 6《1).) 这 种 感觉 也 许 上 暗示 我 们 应 该 把 无 
穷 小 引进 概率 演算 ， 

近代 数学 可 以 很 清晰 地 处 理 无 穷 小 ， 我 们 考虑 由 “形式 考级 
数 ” 所 表示 的 “ 量 ”a, 5b,……: 

4 一 ao 十 68 十 as 十 083 十 …-3 

qo， 44， 4 … 是 实数 , s 是 未 知 量 , 不 用 注意 收 剑 性. 有 这 种 量 的 
代数 ;有 一 些 规则 (从 收敛 寡 级 数理 论 中 见 惯 了 的 ) 按 照 这 些 规则 这 
种 形式 只 级 数 可 以 加 , 减 与 乘 ; 如 果 ao 到 0, 甚至 可 以 用 4a 除 ， 当 
wa 42，"…* 都 为 零 时 我 们 就 称 a 为 “ 零 量 ”或 0. 如 果 两 个 量 的 
差 为 零 则 它们 相等 。 当 wa， ea， … -都 为 零 , 则 量 4 化 为 数 oo. 

如 果 数列 cm， a2,.… 的 第 一 个 非 零 数 为 正 ,我 们 就 说 。 是 
正 的 。 从 这 个 定义 出 发 ,我 们 容易 导出 两 条 基本 规则 ;: 

或 者 “为 0, 或 者 4 为 正 ,或 者 一 “为 正 ， 并 且 这 三 种 可 能 性 
是 互相 排斥 的 . 


*2 指 1686 年 首次 发 表 的 牛顿 的 < 自然 哲学 的 数学 原理 ?， 一 一 译 者 注 
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两 个 正 量 的 和 与 积 仍 是 正 的 ， 

如 果 a 一 2 为 正 我 们 就 说 z > 6. 从 这 些 定义 出 发 可 得 ,虽然 
8 为 正 ， 但 任何 正 数 大 于 e《 即 形式 第 级 数 0 十 6 十 0. 8 十 0 
十 .…*), 因而 s 是 “真实 的 ”无 穷 小 . 

现在 我 们 可 以 仔细 考虑 概率 演算 的 某 种 形式 ， 在 这 种 形式 里 
可 能 性 (或 可 靠 性 ) 不 一 定 是 数 ， 但 是 刚才 引进 的 那 类 量 4 受 条 件 
0 4a < 1 的 限制 .在 那 种 演算 中 在 证 实 1,000,000 或 任何 其 他 
数 之 后 的 哥 德 巴赫 猜想 的 可 靠 性 还 可 能 是 无 穷 小 , 即 量 * 有 
a0 = 0, 

我 不 想 评论 这 种 方法 的 前 景 . 无论 如 何 , 它 揭示 出 从 另 一 方 
面 估计 ,不 用 数 表示 可 靠 性 的 可 能 性 . 

9. 容许 规则 ， 我 希望 读者 引出 自己 的 结论 ,形成 自己 的 意见 ， 
因此 我 把 我 对 决定 性 问题 的 意见 陈述 放 到 这 章 的 最 后 一 个 注释 中 
来 . 我 的 意思 是 指 本 章 第 一 节 所 提出 来 的 问题 ， 有 任何 一 种 类 型 
的 合 情 推理 规则 吗 ? 

颇 为 明显 的 是 合 情 推理 没有 同 论证 推理 相同 的 那 一 类 规则 . 
一 旦 逻辑 论证 被 提出 来 ， 如 果 我 们 以 足够 小 的 步子 来 进行 论证 ， 
那么 每 一 步 的 有 效 性 可 以 由 形式 远 辑 规则 来 检验 . 如 果 所 有 步子 
都 遵从 规则 , 则 论证 是 有 效 的 , 如 果 有 一 步 破坏 规则 , 那么 它 就 无 
效 . 于 是 , 论证 逻辑 规则 是 决定 性 的 : 它们 能 够 决定 所 提出 论证 
的 论据 是 有 约束 力 的 还 是 没有 . 可 是 我 们 已 经 搜集 到 的 合 情 推理 
模式 却 没有 获得 那 种 东西 .一 旦 合 情 论 据 被 提出 来 ， 它 的 每 一 步 
的 目的 是 使 某 个 猜想 更 可 靠 并 且 是 按照 某 个 公认 的 模式 做 的 .在 
做 了 整个 论证 的 每 一 步 之 后 ， 不 存在 对 猜想 一 定 能 相信 到 何 种 确 
定 程度 的 问题 . 

还 有 各 种 规则 .这 辑 规则 与 法 律 规则 十 分 不 同 .法 庭 必须 倾听 
所 有 有 关 和 名 方 意见 ,但 它 不 必 倾 听 不 相干 的 东西 .因此 法 庭 必须 有 
权 从 诉讼 程序 中 排除 不 相干 的 事情 ,而 那 种 权力 由 容许 规则 来 规 
定 . 没有 这 类 规则 , 就 不 能 有 秩序 地 执行 法 律 : 法 庭 如 果 不 能 限 
制 一 个 不 讲理 的 辩护 律师 ， 他 就 有 可 能 用 不 公正 的 或 无 关 的 问题 
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去 挫败 不 利于 他 的 证 据 , 反 对 对 方 , 反 对 陪审 团 ,反对 法 官 ,或 者 无 
限 地 拖延 诉讼 程序 . 

前 面 所 搜集 的 合 情 推理 模式 可 以 被 当 作 科学 讨论 中 的 容许 规 
则 . 即使 有 些 猜想 的 结论 已 经 被 证 实 了 , 你 也 决 不 要 被 迫 对 猜想 
给 以 确定 程度 的 信任 . 可 是 ,如 果 在 讨论 一 个 猜想 的 时 候 , 提 及 这 
种 证 实 当 然 是 许可 的 ,并 且 也 是 正当 的 ,倾听 这 种 证 实 也 是 合理 的 ， 
我 们 的 模式 记录 着 关于 这 种 证 实 的 各 种 论点 。 而 这 种 证 实 会 合理 
地 影响 证 气 的 份量 (类 比 法 ,或 无 事先 证 实 的 非 类 比 法 ,等 等 ). 
多 许 讨论 这 些 论 二 也 是 公正 的 与 合理 的 . 在 要 集 这 些 樟 式 的 时 
几 种 一 般 情况 归纳 出 来 的 。 以 全 合理 沁 影 响 所 讨论 销 类 的 可 家 
性 . 

在 陪审 中 , 法 庭 的 权力 在 陪审 团 与 审判 长 之 间 分 配 。 我 们 对 
这 种 权力 分 配 (根据 某 些 法 律 当局 的 理解 不 同 ,因而 在 某 些 国家 或 
某 些 国家 的 各 州 之 间 其 执行 的 范围 也 不 同 ) 有 极 大 兴趣 ， 陪审 团 
与 法 官 有 不 司职 责 ,他 们 对 不 同 问题 作出 决定 。 关于 证 据 的 可 采 
纳 性 问题 由 法 家 来 回答 ， 关 于 被 承认 了 的 证 据 的 可 靠 性 问题 由 陪 
审 团 来 回答 。 法 官 要 决定 哪个 证 据 应 该 由 陪审 团 考虑 ， 陪 审 团 要 
确定 请 求 判断 的 证 据 是 否 有 足够 份量 。 在 决定 哪个 事件 值得 , 哪 
个 不 值得 陪审 团 考虑 时 ,法 官 必须 通晓 并 尊重 判例 ,法 庭 习 惯 及 已 
经 制定 的 容许 规则 ， 在 估量 请 求 判断 的 证 据 时 。 陪 审 员 有 可 能 完 
全 没有 受过 法 律 训练 ,从 而 必须 依赖 于 他 自己 的 先天 智慧 

简 而 言 之 ,就 我 们 每 个 人 而 言 。 审 查 一 个 提出 来 的 猜想 的 权 
力 ,在 与 个 人 无 关 的 法 则 和 个 人 良知 之 间 的 分 配 情况 ,和 法 庭 权力 
在 法 宣 与 陪审 团 之 间 分 配 情况 是 一 样 的 。 法 官 起 法 则 的 作用 , 陪 
审 团 起 你 个 人 眼力 的 作用 . 合 情 推理 与 个 人 无 关 的 规则 所 要 考虑 
的 是 : 决定 哪 种 证 据 值得 考虑 。 而 你 个 人 良知 所 要 决定 的 是 ， 刚 
才 请 求 判断 的 证 据 的 具体 部 分 是 否 有 足够 份 县 . 
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字 是 由 字母 组 成 的 , 句子 是 由 能 在 字典 里 找到 的 字 组 成 的 , 而 
书 是 由 也 可 以 在 别 的 作者 的 书 中 找到 的 句子 组 成 的 。 然 而 ,如 果 我 
所 说 的 东西 , 从 内 容 上 看 是 一 致 的 并 且 相 互 关系 上 也 是 互相 联系 
的 话 ， 你 就 能 够 像 责 备 我 从 字典 上 借用 了 字 一 样 ,责备 我 从 别 的 作 
者 的 著作 中 借用 了 句子 。 
一 一 币 卡 儿 ? 


51. 本 章 的 目的 


我 希望 本 书 第 一 部 分 的 一 些 例子 及 第 二 部 分 的 前 几 章 中 所 进 
行 的 讨论 ， 能 在 某 种 程度 上 盖 明 合 情 推理 在 发 现 数学 事实 中 所 起 
的 作用 。 可 是 数学 家 不 仅仅 是 猜测 ;他 也 有 要 解答 的 问题 ,并 且 他 
必须 证 实 他 猜测 的 事实 . 合 情 推理 在 发 现 解 和 发 现 证 明 中 的 作用 
是 什么 ? 这 是 本 章 所 要 讨论 的 问题 。 同 时 ,顺便 提 一 名 ,这 些 问 题 
吸引 了 作者 ， 作 者 起 初 关心 解决 问题 的 方法 ， 最 终 被 引导 到 本 书 
的 主题 

合 情 推理 的 主题 是 不 可 思议 的 又 难以 捉摸 的 ， 研 究 解 题 的 方 
法 也 是 这 样 ， 把 两 个 如 此 伤 脑筋 的 主题 合并 起 来 搁 到 最 后 一 章 也 
许 是 适宜 的 。 下 面 的 处 理 是 简要 的 ; 主要 目的 是 指出 同 早 先 讨论 
过 的 问题 的 联系 .更 广 注 的 处 理 可 用 作 男 一 本 讨论 解决 问题 方法 
的 书 的 内 容 . 


5 2. 一 个 小 发 现 的 故事 
:解决 任何 简单 的 但 不 仅仅 是 套用 公式 的 数学 问题 ， 都 会 给 你 


1) + 全 集 > 《Ocuvres)， 由 阿达 姆 与 泰 纳 雷 (Adam and Tannery) 出 版 ,第 10 着 ， 
1908，204 页 。 
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带 来 紧张 和 发 现 的 喜悦 .让 我 们 考虑 下 面 的 例子 :给 定 四 边 形 的 四 
条 边 a，5,，c，4 及 对 边 “ 与 的 夹 角 e, 作 一 个 外边 形 。 

间 题 的 已 知 条 件 列 于 图 16.1: 四 条 线 与 一 个 角 。 都 是 要 作 的 
图 形 的 元 素 。 我 们 还 要 把 它们 拼 起 来 ， 以 满足 问题 中 所 规定 的 条 
件 . 

人 们 部 懂得 边 a, 56, < 与 4 按 这 个 次 序 彼 此 相 接 ,并 线 着 所 求 
的 四 边 形 以 使 < 与 < 相对 ,62 与 2 相对。 对 边 。 与 。 的 夹 角 = 不 
是 四 边 形 的 四 个 角 中 的 一 个 . 

让 我 们 提 几 个 普通 问题 ,它们 也 许 使 我 们 更 接近 问题 的 解 ， 

已 知 条 件 足 以 确定 未 知 量 吗 ? 只 有 四 条 边 显然 不 足以 确定 一 
个 四 边 形 :四 根 在 它们 各 自 端点 用 活动 接头 相连 接 的 棍 作成 一 个 
有 关节 的 四 边 形 , 它 是 可 动 的 ,可 变形 的 ,不 是 固定 的 ,没有 确定 形 
状 。 可 是 如 果 它 的 四 个 角 之 一 固定 , 有 关节 的 四 边 形 就 不 能 再 动 
了 : 四 边 形 被 它 的 四 条 边 及 一 个 角 所 确定 .我 们 也 许可 以 猜测 到 
它 也 能 被 四 条 边 及 某 个 别 的 角 所 确定 ， 因 而 我 们 的 问题 的 已 知 条 
件 表明 是 足够 了 . 

I 图 中 所 陈列 的 五 个 组 合 已 按照 
间 题 中 应 该 怎样 组 合 的 条 件 而 组 合 起 来 了 。 我们 把 所 有 已 知 条 件 
都 用 上 了 . 

可 能 此 刻 我 们 给 难 住 了 ， 并 且 一 时 想 不 起 一 个 有 用 的 办 法 . 
事实 上 , 图 16.2 好 像 是 笨拙 的 ， 边 4, 5，c，4 当然 在 它们 合适 的 
位 置 上 , 但 是 角 s 的 位 置 显 得 不 恰当 。 这 个 角 是 我 们 的 已 知 条 件 
之 一 ,我 们 必须 用 到 它 。 如 果 它 被 设置 得 如 此 之 远 , 在 如 此 奇怪 的 
位 置 上 ,我 们 还 怎么 用 上 它 呢 ? 

一 个 有 经 验 的 善于 解决 难题 的 人 会 试 着 再 画 一 张 图 ， 他 会 试 
着 把 那个 角 e 放 在 别 的 什么 地 方 。 他 会 想 出 像 图 16.3 那样 的 图 
形 ， 此 处 角 e 夹 在 4 边 与 过 4 的 一 个 端点 画 的 平行 于 边 的 直线 
之 间 . 图 16.3 好 像 比 显而易见 的 图 16.2 更 有 希望 

为 什么 图 16.3 好 像 有 希望 ?即使 完全 确信 图 16.3 是 有 希望 
的 好 学 生 也 许 不 能 清楚 地 回答 这 个 问题 。 
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“ 据 我 看 好 像 是 好 的 .” 

“已 知 条 件 在 一 起 调配 得 更 紧 了 .” 

只 有 一 个 特别 有 才干 或 有 经 验 的 学 生 将 能 作出 圆满 解释 : 
“在 图 16.2 中 ， 角 被 放 在 三 角形 里 。 可 是 这 个 三 角形 是 不 宜 于 作 
图 的 : 只 有 两 个 条 件 是 已 知 的 , 即 。 与 4， 像 图 16.3 那 种 放 法 , 角 
8 就 有 更 多 机 会 成 为 适当 的 三 角形 的 一 部 分 . 由 于 这 是 通常 希望 
的 ,这 类 作 图 就 被 化 简 为 由 适当 已 知 条 件 来 作 一 个 三 角形 .” 

在 最 后 一 种 答案 的 背后 ， 一 般 想法 似乎 是 : 任何 一 个 能 被 认 
出 其 现在 位 置 与 过 去 成 功 位 置 相 一 致 的 图 形 , 似乎 都 是 有 希望 
的 ， 

然而 这 也 许 是 , 图 16.3 达到 我 们 的 期 望 了 。 事实 上 , 角 。 的 
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图 16.5 真 的 做 成 了 


确 适合 三 角形 ,我 们 能 容易 地 把 它 作出 来 (由 边 *, < 及 夹 角 s， 见 
16.4)， 当 这 个 三 角形 完成 时 , 解 就 很 接近 了 . 事实 上 , 同 刚才 
完成 的 三 角形 一 起 另 一 个 三 角形 也 作 好 了 《由 边 6, 2 及 先前 作 的 
边 , 见 图 16.5)。 在 画 完 两 个 三 角形 以 后 ,通过 用 6b, < 边 画 平行 四 
边 形 ,我 们 就 完成 了 所 求 的 作 图 . 

对 于 多 数 善于 解决 问题 者 而 言 ， 在 前 面 一 连 串 五 个 图 形 所 描 
述 的 解 中 ,决定 性 的 一 步 是 从 图 16.2 到 图 16.3; 在 这 一 步 之 前 会 
有 一 段 较 长 时 间 的 跨 跳 . 然而， 只 要 顺利 地 把 s 放 好 ; 从 图 16.3 
经 过 图 16.4 到 最 后 的 图 16.5, 解 题 进展 就 会 十 分 快 了 . 

前 面 的 解答 也 许 揭示 了 一 个 或 两 个 也 在 更 重大 发 现 中 起 重要 
作用 的 关键 . 


$ 3. 解 题 过 程 


解决 一 个 问题 是 极其 复杂 的 过 程 。 没 有 关于 这 个 过 程 的 记述 
或 理论 ， 能 详尽 阐述 它 的 各 个 方面 ， 无 论 哪 种 关于 它 的 记述 或 理 
论 , 不 得 不 是 不 完备 的 、 粗 略 的 、 高 度 简化 的 。 我 希望 指出 合 情 推 
理 在 这 个 复杂 过 程 中 的 地 位 , 间 时 我 要 选择 最 简单 的 描述 ,并 使 我 
能 发 现 它 在 这 种 描述 中 所 处 的 地 位 。 在 这 里 甚至 如 此 简单 描述 的 
开头 就 足够 了 。 

(1) 对 你 自己 提出 问题 。 当 你 有 目的 地 向 自己 提出 问题 时 ， 
它 就 变 作 你 的 问题 。 要 你 在 一 次 考试 中 解答 的 问题 , 它 还 不 是 你 
的 问题 。 如 果 你 希望 有 人 会 来 告诉 你 答案 , 我 怀疑 你 还 是 没有 认 
认真 真 地 向 你 自己 提出 那个 问题 。 但 是 , 如 果 你 切 望 用 你 自己 的 
方法 由 你 自己 来 找 出 答案 ， 那 么 你 就 使 得 这 个 问题 真正 变 成 你 的 
问题 了 ,你 是 认真 从 事 了 ， 

对 你 自己 提出 问题 是 解决 问题 的 开始 ,是 对 奕 中 要 紧 的 先 着 。 
那 是 具有 决定 性 的 一 着 . 

了 那个 问题 ,你 不 必 对 你 自己 讲 那个 问题 ;你 的 全 部 行为 会 证 明 你 
所 做 的 一 切 。 你 的 意向 变 得 有 选择 性 ; 它 变 得 更 容易 受 似乎 同 问 
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题 有 关系 的 任何 事情 的 影响 ， 而 不 容易 受 似乎 同 问题 无 关 的 任何 
事情 的 影响 ， 你 热切 了 解 并 采用 任何 追忆 、 笔 记 、 提示 或 可 能 帮 
助 你 解决 你 的 问题 的 事实 ， 同 时 你 把 别 的 事情 完全 拒 之 于 门 外 。 
当 门 关 得 如 此 之 紧 ， 甚 至 外 部 世界 的 最 紧急 请 求 都 没 能 打动 你 的 
心 时 ,人 们 就 说 你 是 全 神 贯 注 了 . 


于 你 的 问题 ， 你 变 得 敏感 了 。 你 敏锐 地 感到 你 的 进展 的 步子 ; 当 
步子 急速 时 你 昂 然 自得 , 当 步 子 缓慢 时 你 诅 形 消 沉 。 无 论 想起 什 
么 ,都 会 很 快 被 鉴定 出 来 :“ 那 好 像 是 有 用 的 ”,“ 有 办 法 了 ”, 或 者 
“ 没 用 ”"，“ 没 有 办 法 "这 样 的 判断 当然 不 是 没有 错误 的 。 (虽然 它 
们 经 常 是 正确 的 似乎 要 比 是 错误 的 多 ， 特 别 对 那些 有 才干 与 经 验 
的 人 来 讲 .) 无 论 如 何 ,这 样 的 判断 和 感触 对 你 个 人 来 讲 是 重要 的 ; 
它们 指引 你 作 和 努力 的 径 试 . 

(4) 合 情 推 理 在 哪里 变 得 有 用 起 来 。 我 们 稍微 更 具体 地 看 一 
看 一 种 典型 情况 . 

你 试图 在 某 个 方向 上 , 顺 着 某 条 线索 ,得 到 解答 . (例如 ,在 解 
$2 的 几何 问题 的 尝试 中 ， 你 丢掉 图 16.2 同时 试图 用 更 有 用 的 图 
16.3 作 图 . ) 你 会 十 分 敏锐 地 感到 你 是 按 正确 方向 做 的 。 你 是 循 着 
一 条 近似 于 有 希望 的 线索 ,你 是 找到 了 线索 ， 顺 便 说 一 句 ,你 会 感 
到 进展 是 这 样 的 不 能 用 语言 确切 叙述 你 的 感受 .或 者 即使 你 说 了 
一 些 诸如 “ 那 好 像 上 有 用 ”这 样 的 话 ， 你 还 是 怕 麻 烦 去 分 析 你 的 自 
信 , 你 没有 问 一 句 ，“ 为 什么 那 好 像 有 用 ?” 你 正 忙于 循 啼 追 迹 哪 

你 可 能 运气 不 好 。 你 陷入 了 困境 ,你 没有 取得 许多 进展 ,你 没 
有 想到 什么 新 东西 而 且 你 开始 怀疑 :“ 开 头 开 得 好 吗 ? 这 方向 对 
吗 9” 而 且 你 会 开始 分 析 你 的 感触 :“ 方 向 似乎 完全 是 合 情 的 
但 是 为 什么 那 是 合 情 的 2” 然后 你 开始 盘算 起 来 , 你 会 想起 一 些 更 
特殊 的 理由 来 : 

“情况 还 不 是 那么 坏 嘛 。 我 可 以 引进 一 个 三 角形 。 在 这 种 间 
题 里 人 们 总 是 会 引进 三 角形 的 .” 
“开始 可 能 终归 是 对 的 。 看 来 好 像 是 正确 解 。 我 准备 解 这 类 . 
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问题 需要 做 什么 ?这 样 一 点 一 一 我 已 经 明白 了 。 而 那 点 一 一 我 也 
上 明白 了 . 还 有 -……” 

更 清楚 地 看 一 看 在 这 种 情况 下 人 们 是 如 何 进行 推理 的 那 该 是 
有 趣 的 一 一 事实 上 , 我 们 的 主要 目的 正好 是 看 那 一 点 。 然而 我 们 
必须 至 少 再 举 一 个 例子 以 加 强 我 们 的 观察 基础 。 


$4. 意外 结果 ” 


下 一 个 例子 必定 比 $2 的 那个 更 复杂 些 。 在 这 一 节 及 下 一 节 
作 些 准备 之 后 将 在 $6 中 给 出 这 个 例子 。 $6 将 导出 按 与 普通 陈述 
方式 相对 照 的 方式 提出 来 的 证 明 。 为 了 强调 对 照 , 首先 我 们 来 看 
证 明 ,这 种 证 明 在 (更 高 级 的 ) 教 科 书 或 数学 杂志 中 就 可 能 有 . 

一 本 数学 书 或 讲义 首先 必须 是 正确 的 ,清楚 的 。 其 次 ,我 们 从 
痛苦 的 经 验 中 知道 ,完全 清楚 而 且 正确 的 解释 ,可 能 一 点 也 不 令 人 
满意 。 同 时 也 许 显得 不 动人 ,没有 趣味 , 或 者 使 人 失望 , 即使 所 提 
出 来 的 题目 本 来 是 有 趣 的 。 别 的 可 接受 的 陈述 的 最 明显 的 缺点 是 
“意外 结果 ”。 在 进一步 注释 以 前 , 我 想 举 一 个 具体 例子 。 我 们 来 
考虑 下 面 不 大 初等 的 定理 的 证 明 ?. 

如 果 数 列 a,, 0,， a，，"…* 的 各 项 是 不 全 为 零 的 非 负 实 数 ， 那 么 


立 (aaia a) "<e 3 
证 明 . 对 4 一 1, 2, 3, 按 


Gccscn = (nt 1)" 
定义 数 ct， ca, c3，,"…。. 我 们 用 这 个 定义 ,其 次 用 算术 平均 与 几何 
平均 之 间 的 不 等 式 ($8.6), 最 后 用 定义 。 的 ,其 公 项 为 [(t 十 1)/ 


1) 除去 细微 的 变动 $4, $5, $6 转载 了 我 的 论文 “有, 还 是 没有 动机 ?”C《With, or 
without，motivation?》 的 几 部 分 ，« 美 国 数学 月刊 > (4merican Math。 Mon- 
zy)， 第 56 卷 ，1949 年 ，684^.691 页 . 

2) 即使 我 从 自己 的 著作 中 选择 例子 我 也 许 是 可 以 被 原谅 的 见 G. 波 利 亚 ,一 个 
不 等 式 的 证 明 ”(Proof of an inequality), “伦敦 数学 会 会 报 >(2)(Proceedings 
of the London Mathematical Socicty (2)), 第 24 着 ,1925 年 ，LVIL 部 分 。 
定理 是 由 T. 卡 里 曼 《T。Carleman》 证 有 明 的 。 
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《的 数列 是 递增 的 事实 .我 们 得 到 


S sg S a1 c1q2 2° 7 eqn Ca) 
之 (aa an) > 站 


ee ci 十 baiz 十 "… 十 aoca 
< n(n + 1) 


$ 5. 启发 式 证 明 


式 (d) 推导 的 关键 在 于 数列 c，c，c， … 的 定义 ， 这 一 点 一 
开始 没有 任何 准备 就 显得 是 对 的 ,可 以 看 作 典 型 的 "意外 结果 ”. 它 
的 缺点 是 什么 ? 

“ 它 像 是 一 只 从 帽子 里 擒 出 来 的 兔子 .” 

“不 知道 它 从 什么 地 方 路 出 来 的 。 它 好 像 那么 任性 ， 它 没有 
可 见 的 动机 或 目的 .” 

“我 讨厌 在 黑 处 走路 。 当 我 不 能 看 到 会 使 我 更 接近 目标 的 任 
何 理由 时 ,我 讨厌 迈 出 一 步 .” 

“也 许 作 者 知道 这 一 步 的 目的 , 但 是 我 不 知道 , 因此 我 可 不 能 
那么 有 把 握 地 听 他 的 .” 

“注意 ,在 这 里 我 实在 不 打算 称赞 你 。 我 要 学 习 怎 样 由 我 自己 
来 解答 问题 ， 可 是 我 没 能 看 到 以 人 的 智力 怎么 可 能 想 出 你 的 …… 
定义 ， 那 么 我 在 这 里 能 学 到 什么 ? 我 怎么 可 能 由 我 自己 发 现 这 样 
一 个 …… 定 义 2” 

“这 一 步 不 平常 。 它 似乎 是 决定 性 的 .如 果 我 能 看 到 它 有 一 

"164 . 


些 成 功 机 会 ,或 者 看 到 某 个 关于 它 的 合 情 的 暂时 的 证 明 ,那么 我 也 
可 以 想像 它 是 怎么 被 想 出 来 的 ,无 论 如 何 , 我 会 更 让 信也 更 聪明 地 

前 几 个 回答 不 很 明确 ,后 面 几 个 稍 好 些 , 最 后 一 个 最 好 ， 它 告 
诉 人 们 一 个 有 才智 的 读者 或 听 者 希望 两 件 事情 : 

首先 ,要 看 到 现在 这 一 步 论证 是 正确 的 . 

其 次 ,要 看 到 现在 这 一 步 是 适当 的 . 

如 果 数 学 论证 的 一 步 ,本 质 上 是 同 是 的 有 关系 的 ,如 果 它 使 我 
们 更 接近 目标 , 它 就 是 适当 的 ， 然 而 ,只 一 步 是 适当 的 还 不 够 : 据 


的 一 步 , 读者 会 容易 想象 它 怎么 会 同 论证 的 目的 有 关 . 如 果 陈 述 
次 序 是 十 分 精心 设计 过 的 ， 上 下 文 可 暗示 这 一 步 同 目的 的 联系 。 
然而 , 如 果 这 一 步 显 然 是 重要 的 , 但 它 同 目的 的 关系 是 不 明显 的 ， 
就 把 它 看 作 “ 意 外 结果 ”, 这 当然 会 使 有 才智 的 读者 或 听 者 失望 . 

在 我 们 的 例子 中 ，c， 的 定义 当 作 “意外 结果 ”. 可 是 这 一 步 确 
实 是 适当 的 ， 事实 上 ,以 这 个 定义 为 基础 的 论证 ,证 明了 所 提出 来 
的 定理 , 并 且 证 明 得 很 快 又 很 清楚 . 问题 中 的 这 一 步 之 所 以 麻烦 
是 因为 虽然 在 末尾 被 证 实 出 来 了 ,但 在 开头 时 确实 看 不 出 能 被 证 
实 的 样子 ， 

可 是 作者 怎么 可 能 从 开头 就 证 实 它 呢 ? 完全 的 证 明 需 要 一 定 
时 间 ; 完 全 的 证 明 就 是 提供 全 部 证 明 .而 这 里 所 需要 的 不 是 一 个 完 


说 这 一 步 有 些 成 功 的 机 会 的 暗示 , 简 而 言 之 ,一 个 启发 式 的 证 明 。 
$ 6. 另 一 个 发 现 的 故事 

提醒 读者 说 ,最 好 听 的 故事 并 不 是 真实 的 故事 ,这 几乎 是 没有 
必要 的 ， 然 而 ,它们 必须 包括 真实 性 的 基本 因素 ,否则 它们 可 能 一 
点 儿 也 不 好 ， 下 面 是 使 我 们 得 到 在 54 中 给 出 的 证 明 的 步骤 , 它 是 
稍微 “合理 化 了 的 ”陈述 ， 即 连续 几 步 的 启发 式 证 明 都 被 适当 地 强 
调 了 . 

0 


在 $4 中 所 证 实 了 的 定理 本 来 是 令 人 惊奇 的 . 但 是 ,如 果 我 们 
事先 知道 它 是 怎样 被 发 现 的 , 我 们 就 不 会 觉得 惊奇 了 我 们 是 在 
证 实 下 述 的 尝试 中 自然 而 然 地 得 到 它 的 如果 正 项 级 数 

ai 十 ki 十 ca 十 … 十 en 十 
是 路 得 的 ， 则 绿 数 
十 《aei)2 + (qaa) t+ 
十 《aiaza… nan) "+ 
也 是 收敛 的 .我 将 试图 强调 某 些 会 帮助 我 们 找到 证 明 的 动机 . 
(1 二 人 汪汪 的 己 知 定理 、 自然 是 从 一 般 问题 人 手 . 


4 十 十 …' 十 au 不 大 。 
结论 是 什么 ? 我 们 要 证 明 级 数 于 (zi a4.…a)” 收敛 一 - 即 
(za an) Yr 小 。 
你 知道 一 个 可 能 是 有 用 的 宗 理 吗 9 我 们 所 需要 的 是 在 ”个 下 
量 和 与 它们 的 几何 平均 之 间 的 某 种 关系 ， 你 以 前 看 见 过 这 类 东西 
码 ? 如 果 你 曾经 听 说 过 算术 平均 与 几何 平均 之 间 的 不 等 式 ， 那么 
这 个 时 候 就 是 你 联想 起 它们 的 最 好 时 机 : 


an < 去 Qi 十 0z 士 "十 an 


n 


(ag) (a a 


当 w 二 oa 十 …' 十 en 不 大 时 ,这 个 不 等 式 证 明 (o oa)v” 是 
小 的 . 它 局 我 们 的 问题 的 联系 是 如 此 密切 , 以 致 我 们 几乎 不 能 抵 
制 去 应 用 它 的 诱惑 : 

人 Dm) tt 


n= 


一 一 完全 失败 啦 ! 级 数 之 + 发 散 ,(a) 式 的 最 后 一 行 是 毫 无 意义 
的 . 
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(2) 从 失败 中 学 习 。 承认 我 们 的 方法 错 了 是 困难 的 ， 我 们 愿 
意 相信 至 少 它 有 部 份 是 对 的 .有 帮助 的 问题 是 : 我 们 的 方法 氏 了 
多 少 ? 我 们 可 以 保留 的 是 其 中 的 哪 二 部 分 % 
级 数 m 十 a2 十 … 十 as 十 …' 收 敛 . 因此 当 二 大 时 a。 就 小 。 
可 是 当 aa， …aw 不 全 相等 时 不 等 式 《ag) 两 边 是 不 同 的 ,而 当 
aa an 很 不 相等 时 它们 就 会 很 不 相同 。 在 我 们 的 例子 中 , a 
比 a 大 得 多 ， 因 而 在 《ag) 两 边 之 间 就 会 有 一 个 相当 大 的 裂缝。 
这 也 许 是 我 们 把 (ag) 用 得 不 适当 的 理由 . 
(3)》 改进 方法 ， 错 误 在 于 把 不 等 式 (ag) 应 用 到 量 
G1> 029 039 “30m 
上 去 , 它们 是 太 不 相等 了 。 为 什么 不 把 它 应 用 到 有 更 多 机 会 相等 
的 某 些 有 关 的 量 上 去 呢 ? 我 们 可 以 试 一 试 
1cei，24:，303，…… ，71bn。 
这 也 许 就 对 啦 ! 我 们 可 以 引进 像 1, 2, 3,… , 那样 的 递增 补偿 因 
子 ， 然 而 ,我 们 不 应 该 超过 必要 的 限度 来 约束 自己 ,我 们 必须 为 自 
已 保留 某 种 行动 自由 ,也 许 我 们 应 该 更 一 般 地 考虑 量 
1241, 2*42, 32a3,* ~ HAG 
此 刻 我 们 可 以 把 4 留 作 不 确定 量 ， 并 在 后 面 选 择 其 最 有 利 的 值 . 
这 个 方法 有 那么 多 好 的 特点 ,以 致 采取 行动 的 时 机 似乎 成 熟 
了: 
< Un Salt aa24. -ann ) Ys 
Dm) ) 


四 人 


Ra 十 ai2 十 十 aom 
b 和 > 和 一 2 
Cb) A (PT Do 


-0 
我 们 陷 人 了 困境 ,我 们 不 能 估计 最 后 一 个 和 的 值 ， 即 使 我 们 想起 
各 种 有 关 的 诀窍 ， 我 们 还 是 不 得 不 用 “不 完善 方程 用 记号 所 代 
替 一 ) 来 做 ; 


(Cal)v” = me 
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2 )» -1-2 
Na/n 


=k rrp =k 


~ 2 xiadx 
大 


一 et 
把 这 式 代入 式 (b) 的 最 后 一 行 , 我 们 就 非常 接近 证 明 
(bw’) San) < Da 


此 处 C 是 某 个 常数 ,也 许 是 <2-:， 这 样 一 个 不 等 式 当然 可 以 证 明 
所 考虑 的 定理 . 

(4) 回顾 前 面 的 推理 ， 我 们 重复 问题 :“ 哪 个 值 是 最 有 利 
的 9” 也 许 是 使 5-: 取 最 小 的 1 值 。 由 微分 学 我 们 能 求 得 这 个 
” 值 : 

1 一 1. 

这 强烈 地 提示 最 明显 的 选择 是 最 有 利 的 : 乘 a 的 补偿 因子 必须 
是 mn 一 n, 或 者 当 ” 大 时 必须 是 与 相差 不 很 大 的 某 个 量 。 这 会 
得 到 (b) 中 的 简单 值 C 一 。. 

(5) 更 大 的 灵活 性 ， 在 我 们 前 面 的 推理 (b) 中 , 我 们 把 4 留 
作 不 确定 量 ， 这 给 我 们 的 方法 以 某 种 灵活 性 : 4 值 留 作 我 们 随意 
确定 .为 什么 不 给 我 们 的 方法 以 还 要 大 的 灵活 性 呢 ? 我们 可 以 把 
乘 o。 的 补偿 因子 当 作 完全 不 确定 的 量 ,我 们 称 它 为 C。， 并 且 当 
我 们 将 更 清楚 地 看 到 我 们 需要 什么 时 , 我 们 再 给 它 赋值 ， 我 们 着 
手 对 原先 的 近似 作 进 一 步 修改 : 


Tam) bi a “a cn) 


Cen) 
em We ei ml 
(ec < | 2 C2 nCn 
翌 nc ca cn) 


立 Gk CR > i a Ca)" 
我 们 应 该 怎样 选择 c。? 这 是 不 完善 方程， 同时 我 们 已 经 不 能 再 把 
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答案 搁置 下 去 了 . 
首先 ,我 们 容易 看 到 比例 因子 必须 仍然 是 任意 的 .事实 上 , 数 
列 cos cc …，ccn 导致 同 cc ce: 一 样 的 结果 . 
其 次 , 我 们 前 面 的 工作 提示 cs 与 《cc2…cs)” 必须 渐 近 地 
与 # 成 比例 : 
cn ~ Kn, (ceca) ”~ eiKn = K'n. 
第 三 ,最 希望 有 的 是 我 们 应 该 能 够 求 出 和 式 
忌 1 
A ac ea) 
此 刻 ， 我们 需要 我 们 所 知道 的 以 前 的 关于 简单 级 数 的 全 部 知识 。 
如 果 我 们 熟悉 级 数 


1 "(1 1 
2 十 1) 2 3 不 由， 

我 们 就 很 有 可 能 想起 它 来 。 这 个 级 数 有 这 样 一 个 性 质 , 即 它 的 和 
不 仅 有 从 ”一 1 到 ”一 co 的 简单 表达 式 ， 而 且 有 从 了 一 & 到 一 
co 的 简单 表达 式 一 一 极其 方便 ! 这 个 级 数 暗示 选择 

(cca cs) 一 靖 十 1. 
现在 ,对 大 的 # 明显 地 有 ?= 十 工 ~ w 一 一 好 兆头 啊 ! c， 本身 怎 么 
样 呢 ? 由 于 

Gca cr-icn 一 人 十 1 和 cc co 一 0 


Eh ne Ds ( 十 二) ~ en; 


nn" 


与 ?的 渐 近 比例 是 一 个 好 兆头 ， 而 数 。 的 出 现 -一 一 非常 好 的 兆 
头 ! 

我 们 选择 这 个 <。 以 及 在 这 种 选择 之 后 我 们 再 做 $4 中 式 (d) 
的 推导 就 比 以 前 更 有 信心 了 

现在 ， 我 们 可 以 明白 怎么 可 能 以 人 的 智力 去 发 现 cs 的 那个 定 
义 了 ,在 4 里 它 被 当 作 “ 意 外 结果 ”.。 式 (d) 的 推导 也 变 得 更 可 理 
解 了 。 现在 它 被 看 作 一 连 串 连续 试验 (a), (b)，(c) 与 (d) 的 最 后 
的 并 且 是 仅 有 的 成 功 的 尝试 .定理 本 身 的 来 历 被 阐明 了 .现在 我 们 
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才 懂 得 了 怎么 可 能 发 现在 一 开头 显得 如 此 神奇 的 数 。 的 作用 了 . 


4 7. 一 些 典 型 指示 


在 前 面 我 们 已 经 看 见 了 两 个 例子 。 首先 我 们 审定 “发 现 的 间 
题 《 在 $2 中 ), 然后 审定 “证 明 的 问题 ”( 在 56 中 )?. 还 需要 多 得 
多 的 各 种 例子 ， 来 充分 地 说 明 在 想 出 解 题 方 案 的 时 候 合 情 推 理 所 
起 的 作用 . 无 论 如 何 , 从 我 们 的 例子 中 我 们 能 清理 出 几 个 指示 方 
案 价 值 的 典型 情况 ， 在 处 理 其 他 这 类 情况 时 , 我 们 将 用 读者 在 解 
决 数学 问题 中 的 所 有 经 验 . 

在 列举 这 种 指示 情况 时 ,我 们 不 要 完整 性 .在 有 些 情况 里 ,我 
们 会 发 现 有 必要 在 发 现 的 问题 与 证 明 的 问题 之 间 进 行 区 别 ， 在 这 
样 的 情况 下 ,我 们 要 给 予 两 种 平行 的 确切 陈述 ,并 且 首 先 给 予 同 发 
现 的 问题 有 关 的 确切 陈述 . 

我 们 考虑 一 种 情况 ;在 这 种 情况 下 , 解 题 者 自然 会 想到 合 情 推 
理 。 你 正 做 着 一 个 令 人 兴奋 的 问题 。 你 想到 了 一 个 方案 , 但 是 不 
知道 什么 缘故 你 并 不 很 喜欢 它 . 你 有 你 的 怀疑 , 你 不 完全 确信 你 
的 方案 是 可 以 使 用 的 . 当 你 在 盘算 这 个 问题 的 时 候 , 实 际 上 ,你 正 
在 审定 猜想 : 

4. 这 个 解 题 方案 会 成 功 的 . 

当 你 从 各 个 方面 去 审定 你 的 方案 时 ， 你 会 想 出 几 种 赞成 与 反 
Es 下 边 有 几 个 为 猜想 4 辩护 的 显著 的 典型 指示 . 

,这 个 方案 把 所 有 已 知 条 件 都 考 束 进去 了 . 

人 诗作 应 用 于 证 明 的 问题 的 一 个 
平行 陈述 : 这 个 方案 把 假设 的 所 有 方面 都 考虑 进去 了 例如。 名 
16.3 组 合 所 有 已 知 条 件 , 而 这 是 好 兆头 .图 16.2 也 包括 所 有 已 知 
条 件 ,但 是 在 两 个 图 之 间 有 差别 ,下 面 会 予以 澄清 的 . 

B。 这 个 方案 考 虚 了 已 知 条 件 与 未 知 条 件 之 间 网 关系 

有 一 个 同 证 明 的 问题 有 关 的 平行 的 确切 陈述 : 这 个 方案 考虑 


1) 关于 这 个 术语 ， 见 < 怎样 解 题 *>，141 人 144 页 。 
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了 假设 与 结论 之 间 的 关系 .例如 , 在 86(1) 中 , 算术 平均 与 几何 
平均 之 间 的 不 等 式 预示 产生 假设 与 结论 之 间 的 关系 ， 而 这 个 预示 
推动 我 们 想 用 不 等 式 . 16.3 似乎 考虑 了 一 个 更 紧密 的 联系 , 因 
而 它 似 乎 比 图 16.2 更 有 用 . 

Bs。 这 个 方案 具有 在 解决 这 类 问题 中 经 常 是 有 用 的 特点 . 

例如 , 从 图 16.3 开始 的 方案 ,在 更 成 熟 阶段 上 《图 16.4) 插 进 
了 画 个 三 角形 。 这 是 一 个 好 兆头 , 因为 几何 作 图 题 常 常 被 化 简 为 
作 三 角形 . 

B4， 这 个 方案 与 成 功 地 解决 类 比方 面 问题 的 方案 之 一 相似 。 


B。 这 个 方案 解决 了 问题 的 一 个 特例 . 

例如 ， 你 有 一 个 朗 解 决 与 任意 封闭 曲线 有 关 的 难题 的 方案 . 
可 是 要 把 这 个 方案 贯彻 到 底 似乎 得 做 许多 计算 ， 因 而 你 犹 殉 起 来 
了 .可 是 你 注意 到 在 封闭 曲线 是 贺 的 特殊 情况 下 , 你 的 方案 获得 
成 功 并 提供 正确 的 结果 ， 这 是 一 个 好 光头 ,并 且 你 感到 鼓舞 . 

Be。 这 个 方案 解决 了 部 分 问题 (例如 能 求 出 某 些 未 知 量 , 或 证 
明 一 个 弱 的 结论 )， 

上 述 款项 不 是 没有 遗漏 的 、 还 会 有 别 的 典型 指示 与 征兆, 但 
是 我 们 没有 必要 把 它们 列 在 这 里 。 况且 , 如 不 作 适 当 解释 只 把 它 
们 列 出 来 是 不 会 有 用 的 ?. 


§ 8. 归纳 法 在 发 明 中 的 应 用 


解 题 者 的 猜想 4《 即 他 的 方案 能 成 功 的 猜想 ) 可 以 被 一 个 ,或 
两 个 ,或 更 多 的 指示 B,，B,, B,,*……( 属 于 列 在 前 面 $7 的 那 类 ) 证 
实 ， 解 题 者 会 连续 地 想 出 这 样 的 指示 , 每 个 指示 都 加 强 他 对 方案 
的 信任 .我 们 前 面 的 讨论 引导 我 们 把 这 样 一 个 解决 问题 过 程 同 归 
纳 过 程 作 一 番 对 照 ， 在 归纳 过 程 中 一 个 审定 猜想 4 的 研究 者 连续 
地 证 实 了 几 个 结论 Bi，B:，B:， …。 我 们 也 可 以 把 它 局 法 律 程序 
作 一 恤 对 照 ， 在 法 律 程序 中 审定 一 桩 控告 的 陪审 团 受理 连续 地 审 
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判 几 个 确定 的 事实 B,，B;。B;,- ..。 我 们 不 必 天 真 地 期 望 三 种 过 
程 会 一 致 ， 但 是 我 们 必须 无 偏见 地 审定 它们 的 相似 点 与 非 相 似 

(1) 当 解 题 者 思考 他 的 方案 时 ,这 个 方案 通常 比较 “灵活 ” ,而 
不 那么 “死板 ”, 与 确切 陈述 相 比 , 它 还 是 使 人 更 容易 感觉 得 到 它 。 
实际 上 ,如 果 解 题 者 过 早 地 把 他 的 方案 确定 下 来 ,那么 他 该 是 个 傻 
瓜 。 聪明 的 解 题 者 不 专心 致力 于 固定 方案 。 即使 在 后 期 , 虽然 那 
时 方案 更 成 熟 了 ， 他 也 还 准备 着 将 它 修改 ， 他 让 它 有 一 定 的 适应 
性 ,估计 到 他 会 遇 到 预想 不 到 的 困难 ,随时 准备 修改 他 的 方案 以 适 
应 这 些 困难 。 因 此 , 当 解 题 者 研究 他 的 方案 的 可 用 性 时 ,他 要 审定 
一 个 不 确定 的 ,往往 是 转瞬 即 逝 的 对 象 . 

另 一 方面 ,数学 家 或 博物 学 家 研究 的 猜想 通常 是 相当 确定 的 : 
它们 被 清楚 确切 地 陈述 了 ,或 者 至 少 相当 接近 于 清楚 确切 的 陈述 . 
陪审 团 也 有 一 个 相当 确定 的 要 审定 的 猜想 : 一 张 起 诉 书 , 原告 小 
心地 拟 好 了 起 诉 书 的 措辞 . 

我 们 来 注意 这 个 显著 的 区 别 ， 即 解 题 者 的 方案 的 可 用 性 研究 
同 数 学 或 物理 猜想 的 归纳 性 研究 之 间 的 区 别 ， 或 与 法 庭 调查 罪状 
之 间 的 区 别 : 这 是 在 一 个 不 确定 的 、 或 转瞬 即 逝 的 对 象 同一 个 确 
定 的 ,相对 地 说 明白 了 的 对 象 之 间 的 区 别 . 

(2) 法 庭 的 诉讼 程序 及 法 庭 的 判决 都 记录 在 案 。 由 博物 学 家 
审定 过 的 猜想 和 搜集 起 来 的 赞成 或 反对 它 的 证 据 也 都 作 了 永久 记 
录 ， 然而 , 解 题 者 对 其 方案 的 可 用 性 猜想 ,以 及 能 说 明 他 的 想法 哪 
些 对 与 哪些 不 对 的 念头 同 它们 的 重要 人 性 却 一 闪 而 过 、 没 有 留 下 有 
案 可 查 的 东西 。 只 要 它们 还 在 支配 着 解 题 者 做 出 决定 , 那 它们 就 
是 极其 重要 的 .然而 , 当 解 题 者 的 工作 进入 一 个 新 阶段 ,方案 本 身 
就 有 可 能 改变 , 那 时 原来 的 有 利 或 不 利 指示 几乎 会 全 部 失去 意义 。 
最 终 , 当 得 到 了 解答 , 并 且 解 决 了 问题 的 时 候 , 所 有 这 些 “ 帮 助 者 ” 
都 被 扔 掉 了 . 解答 的 最 终 形式 会 被 记 下 来 , 可 是 原来 那个 善 变 
的 方案 和 有 利 或 不 利 的 证 据 多 半 或 完全 被 忘掉 了 ， 人 们 可 以 看 得 
见 留 下 来 的 是 建立 起 来 的 大 厦 ， 但 是 建立 大 厦 所 必需 的 脚手架 都 
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被 搬 走 了 . 
我 们 注意 ;把 归纳 研究 或 法 庭 调查 作为 一 方 ,而 把 解 题 者 对 他 
的 方案 的 前 途 的 评价 作为 另 一 方 , 来 看 看 这 两 方 之 间 的 区 别 : 一 
个 是 作为 永久 记录 的 ,而 另 一 个 却 不 是 . 
(3) 列 在 $7 中 的 猜想 4 与 指示 B,, B;,"… 可 以 作出 一 定 幅 
度 的 解释 . 在 作 了 前 面 的 解释 (在 (1) 与 (2) 中 ) 之 后 , 我 们 不 应 
当 再 认为 有 过 多 的 清晰 而 确定 的 解释 是 适当 的 。 但 作为 刚 开始 ， 
能 给 出 这 样 一 个 解释 还 是 有 某 种 好 处 的 ， 我 们 考虑 解 题 者 的 猜想 
4 及 证 明 它 的 指示 B， 叙述 如 下 : 
4. 这 个 解 的 方案 按 它 现 在 的 形式 会 成 功 的 . 
B. 这 个 解 的 方案 把 所 有 已 知 条 件 都 考虑 进去 了 ， 
为 了 更 精确 地 描述 情况 ， 我 们 加 上 : 众所周知 每 个 已 知 条 件 
都 是 必要 的 . 如 果真 是 这 祥 , 则 
4 蕴含 B. 
实际 上 ,如 果 这 个 方案 能 顺利 执行 并 提供 正确 解答 , 它 必 定 用 了 所 
有 已 知 条 件 , 其 中 每 一 个 条 件 对 解答 来 说 都 是 必要 的 
现在 清楚 地 把 解答 具体 化 是 重要 的 : 4 是 解 题 者 自然 对 它 感 
兴趣 的 猜想 , 召 是 可 能 为 真 或 可 能 为 假 的 陈述 。 我 们 来 审定 两 者 
的 可 能 性 ， 
《4) 如 果 所 有 已 知 条 件 对 解答 都 是 必要 的 ， 但 是 我 们 的 方案 
并 没有 把 所 有 已 知 条 件 都 考虑 进去 ， 那 么 我 们 的 方案 按 其 现在 的 
形式 就 不 能 成 功 .( 若 改变 形式 它 可 能 成 功 . ) 即 如 B 为 假 , 则 4 也 
必 为 假 。 
现在 重要 的 一 点 是 要 看 到 ， 如 果 我 们 按 形 式 推理 也 能 得 到 这 
个 结论 .事实 上 ,在 这 里 我 们 已 经 照 古典 的 基本 推理 模式 , 即 所 谓 
的 假设 三 让 论 法 的 “否定 式 ” 做 了 : 
4 总 含 B 
一 8 假 _ 
44 假 
《5) 然而 ， 如 果 我 们 的 方案 的 确 把 所 有 已 知 条件 都 考虑 进去 
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了 , 那 自然 把 这 个 情况 看 作 是 对 的 , 看 作 是 有 希望 的 方案 , 看 作 是 
我 们 的 方案 该 成 功 的 预示 , ( 当 解 题 者 看 到 起 先 似乎 被 他 的 方案 
忽略 了 的 已 知 条 件 后 来 被 用 上 了 ,而且 还 是 以 正确 的 方式 用 上 的 ， 
我 想象 得 出 解 题 者 所 感到 的 慰藉 . ) 简 而 言 之 ,如 果 B 为 真 ,4 变 得 
更 可 靠 . 

现在 重要 的 是 要 看 到 ， 实 际 上 我 们 可 以 仅仅 按照 下 面 我 们 的 
基本 归纳 模式 得 到 这 个 结论 : 

也 弄 含 召 
真 


和 页 可 千 


(6) 现在 我 们 考虑 另 一 种 情况 。 它 类 似 于 , 但 清楚 地 不 同 于 
在 (3) 中 所 解释 的 ,并 在 (4) 与 (5) 中 所 讨论 的 情况 。 我 们 还 是 关心 
解 题 者 的 猜想 4 及 证 明 它 的 指 孙 B。 可 是 现在 的 情况 不 同 了 (不 
那么 确定 了 )。 A 与 的 含义 是 : 

4. 这 个 解 题 方 案 会 成 功 的 (也 许 以 修改 了 的 形式 )。 

B. 这 个 解答 方案 把 所 有 已 知 条 件 部 考虑 进去 了 . 

为 了 更 充分 地 描述 情况 的 特征 ， 我 们 必须 加 上 : 虽然 我 们 并 
不 明确 地 知道 ， 但 我 们 强烈 地 相信 所 有 的 已 知 条 件 都 是 必要 的 。 

如 上 所 述 ,4 是 一 个 猜想 ， 解 题 者 与 这 猜想 有 利害 关系 , 而 B 
是 一 个 可 能 为 真 或 许 为 假 的 陈述 .我 们 必须 审定 两 者 的 可 能 性 . 

如 果 弄 清楚 了 3 为 假 ; 就 有 一 个 反对 4 的 证 据 , 但 是 这 个 证 据 对 
4 来 说 不 完全 是 起 决定 性 作用 的 . 由 于 8 为 假 , 我 们 的 方案 就 未 
能 把 所 有 已 知 条 件 都 考虑 进去 ;虽然 如 此 ,我 们 还 会 坚持 我 们 的 方 
案 ( 如 果 我 们 有 一 个 虽然 无 法 表达 的 ,但 却 有 力 地 赞成 它 的 理由 的 
话 )、 可 能 有 某 种 还 没有 而 清楚 的 理由 ,希望 我 们 的 方案 的 修改 终 
于 会 考虑 所 有 已 知 条 件 。 可 能 认为 所 有 已 知 条 件 也 许 并 不 都 是 必 
要 的 这 种 怀疑 也 起 了 一 点 儿 作用 . 

如 果 弄 清楚 8 为 真 ， 我 们 能 把 这 个 情况 当 作 有 希望 的 浪头. 
实际 上 ,即使 4 不 蕴 合 B, 因而 8 不 是 绝对 地 确实 同 4 一致 ，, 它 还 
可 以 是 
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有 4 的 8 容易 可 靠 ， 
没有 4 的 B 不 那么 容易 可 靠 . 

在 这 种 情况 下 , B 的 证 实 还 可 以 当 作 一 种 关于 4 的 情况 证 据 .( 参 
阅 $13.13(《5).) 

《7) 在 前 面 (3), (4), (5) 与 (6) 里 ， 我 们 讨论 了 列 在 $7 中 
B 下 的 指示 .( 我 们 刚才 称 它 为 B.) 列 在 $7 中 的 别 的 指示 (在 Bi。 
B:，…;Be 中 ) 的 讨论 会 显示 出 相似 的 情景 。 

正如 我 们 已 经 看 到 的 ,4 可 以 蕴含 B1, 但 即使 并 不 是 这 样 的 
而 B, 不 必 同 4 联系 在 一 起 ,但 4 将 伴随 B, 的 机 会 仍然 很 大 .4 同 
B; (或 回 B,, 或 同 8,,…) 的 关系 具有 同样 性 质 。 如 果 解 题 者 的 
方案 有 任何 好 处 , 它 就 必须 造成 已 知 与 未 知 条 件 之 间 ( 或 假设 与 结 
论 之 间 ) 的 某 种 联系 ; 参阅 B;， 解 答 必须 同 某 个 以 前 解决 了 的 类 
似 问题 的 解答 相似 是 绝对 没有 必要 的 ， 但 是 这 种 类 似 的 机 会 必定 
是 十 分 多 的 ;参阅 B:，B4。 如 果 方 案 使 整个 问题 成 功 , 当然 , 它 必 
定 对 问题 的 特例 或 任何 部 分 也 会 成 功 ;参阅 B;, Be。。 

因此 ,如 果 我 们 怀疑 4， 但 是 我 们 观察 到 B, 或 B; 或 B… 为 
真 ， 于 是 我 们 就 能 合理 地 把 我 们 的 观察 当 作 某 种 关于 4 的 归纳 的 
或 情况 的 证 据 , 当 作 有 利于 解 题 者 的 猜想 的 指示 , 即 猜想 说 , 他 的 
方案 会 成 功 的 . 

(8) 尽管 作 了 大 量 工作 ,但 是 ,如 果 博 物 学 家 只 证 实 他 的 猜想 
的 几 个 不 太 惊人 的 结果 , 他 就 会 被 迫 抛弃 猜想 . 如 果 反 对 被 告 的 
证 据 提供 得 太 少 了 , 法 庭 会 结束 诉讼 . 如 果 在 长 期 而 不 屈 的 奋斗 
之 后 , 解 题 者 只 想 出 了 几 个 弱 的 有 利于 他 的 方案 的 指示 ,他 会 想 着 
彻底 修改 他 的 方案 ,或 甚至 完全 放弃 它 。 

另 一 方面 ,如 果 几 个 结果 被 证 实 了 , 几 个 反对 被 告 的 证 据 被 提 
供 了 , 几 个 指示 被 看 到 了 , 有 利于 博物 学 家 的 猜想 的 , 有 利于 原告 
的 , 或 有 利于 解 题 者 方案 的 立场 就 会 被 大 大 地 加 强 。 然而 比 数字 
更 重要 的 恰恰 也 许 是 多 样 性 。 彼此 非常 不 同 的 结果 , 显然 都 是 无 
关 的 证 人 ， 来 自 不 同方 面 的 指示 , 都 有 更 重要 的 价值 。( 参 阅 
$12.2, §13.11, §15.9.) 
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《9) 尽管 有 这 些 相似 性 , 但 是 还 存在 着 相当 大 的 差别 。 博物 
学 家 的 任务 是 尽 可 能 多 地 搜集 赞成 或 反对 他 的 猜想 的 证 据 ， 法 庭 
的 任务 是 审定 所 有 提供 出 来 的 有 关 证 握 . 然而 解 题 者 的 任务 并 不 
是 尽 可 能 多 地 搜集 赞成 或 反对 他 的 方案 的 证 据 ， 或 扒 命 思 雳 这 种 
证 据 : 总 而 言 之 ,他 的 任务 是 解 题 , 或 按照 这 个 方案 , 或 按照 任何 
其 他 方案 ,或 者 甚至 不 按 什 么 方案 去 解 题 . 

即使 一 个 不 完善 的 方案 也 可 以 为 解 题 者 的 目的 效劳 ,为 了 解 
答 他 的 问题 , 他 必须 动用 并 组 织 他 的 过 去 经 验 的 有 关 部 分 。 解 题 
者 按照 不 完善 的 方案 ， 但 以 真诚 的 努力 工作 着 ， 他 也 许 想起 某 个 
有 关 的 项 目 , 否 则 这 一 项 目 仍然 还 是 藏 着 的 并 且 在 僻静 处 三 大 觉 
这 会 使 他 有 一 个 新 起 点 ， 在 解 题 的 时 候 常 常 一 个 坏 方案 也 是 有 益 
的 ;因为 它 可 以 引出 一 个 更 好 的 方案 来 . 

(10) 提出 同一 个 证 据 的 两 个 人 是 诚实 的 但 意见 不 一 致 ,即使 
他 们 依靠 同一 个 合 情 推理 模式 .他 们 的 背景 可 以 不 同 .我 的 说 不 
出 来 的 ,说 不 清楚 的 理由 ,我 的 整个 背景 会 影响 我 对 试验 的 或 对 法 
庭 的 证 据 的 估价 。 它 们 还 更 多 地 影响 我 对 赞成 或 反对 我 的 方案 的 
指示 的 估价 ,但 是 这 是 不 合理 的 .对 我 来 说 ,合理 的 应 该 是 在 解 题 
的 时 候 , 比 在 别 的 条 件 下 我 必须 更 多 地 注意 发 挥 我 的 背景 的 能 力 ， 
而 较 少 地 去 死 扣 已 经 清楚 确切 陈述 出 的 理由 : 挖掘 出 隐藏 在 背景 
里 的 某 个 地 方 的 有 关 资 料 才 是 我 应 该 注意 的 地 方 . 

还 有 , 据 我 看 来 , 解 题 老 手 的 主要 可 贵 之 处 在 于 他 能 同 受过 很 
好 训练 的 博物 学 家 处 理 试验 证 据 ， 或 同 有 经 验 的 律师 处 理 法 律 证 
据 一 样 ,机 敏 地 处 理 赞 成 或 反对 他 的 方案 的 可 用 性 的 指示 。 


$9. 对 教师 说 几 句 话 


对 数学 可 能 存在 着 许多 不 同 看 法 ， 我 担心 对 许多 学 生来 说 数 
学 好 像 是 一 套 死 板 的 解 题 法 。 其 中 一 些 在 期 末 考 试 之 前 你 必须 死 
记 硬 背 , 然 后 就 会 全 部 忘 光 ， 对 一 些 教师 来 说 ,数学 是 一 套 严 格 的 
证 明 系 统 , 他 们 认为 在 课堂 上 讲授 时 ,应 该 有 个 分 寸 ,有 个 限度 ,如 
果 不 是 这 样 , 而 把 它 讲 得 很 通俗 , 他 们 就 愧 由 于 不 严谨 不 完全 而 
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有 损 于 个 人 威信 .对 于 正 积极 搞 研 究 的 数学 家 来 说 , 数学 也 许 往 
往 像 是 猜想 游戏 : 在 你 证 明 一 个 数学 定理 之 前 ， 你 必须 猜想 到 这 
个 定理 ,在 你 搞 请 楚 证 明细 节 之 前 ,你 必须 先 猜想 出 证 明 的 主导 思 

我 想 , 对 视野 广阔 的 哲学 家 来 说 ,所 有 聪明 才智 的 获得 往往 是 
通过 猜想 游戏 的 .在 科学 中 , 同 在 日 常生 活 中 一 样 ,当面 临 新 情况 
时 ,我 们 就 从 某 个 猜想 开始 . 我 们 的 第 一 个 猜想 会 失败 ,会 离 目标 
很 远 ,但 是 我 们 再 试 它 一 下 , 按照 成 功 的 程度 , 我 们 稍 作 修改 . 在 
观察 的 推动 下 及 类 比 的 引导 下 , 作 过 几 次 试验 及 几 次 修正 之 后 ,我 
们 终于 可 以 得 到 一 个 更 满意 的 猜想 当 外 行人 发 现 博物 学 家 是 按 
这 种 方式 进行 工作 的 时 候 并 不 感到 惊奇 . 由 于 选择 了 适当 的 类 比 
法 ,博物 学 家 的 知识 被 整理 得 很 有 条 理 , 他 的 观察 可 能 比 别 人 更 具 
有 目的 性 ,也 更 小 心 遵 愤 , 他 给 他 的 猜想 起 个 很 高 雅 的 名 字 并 把 它 
们 称 作 “试验 性 的 推广 ”, 但 是 博物 学 家 像 普通 人 一 样 , 是 以 猜想 来 
使 他 的 智力 适应 新 的 情况 的 .而 外 行人 听 说 博物 学 家 像 他 自己 一 
样 在 猜想 并 不 感到 惊讶 .使 外 行人 似乎 稍 感 惊讶 的 是 数学 家 也 在 
猜想 .数学 家 的 创造 性 工作 的 结果 是 论证 推理 ,是 一 个 证 明 , 但 证 
明 是 由 合 情 推理 ,是 由 猜想 来 发 现 的 . 

如 果 这 是 真 的 ,并 且 我 相信 这 是 真 的 , 那 在 数学 教学 中 必须 有 
猜想 的 地 位 。 教 学 必须 为 发 明 作 准备 ,或 至 少 给 一 点 发 明 的 尝试 . 
无 论 如 何 ,教学 不 应 该 压制 学 生 中 间 的 发 明 萌 芽 . 对 课堂 上 所 讨论 
的 问题 已 经 稍 有 兴趣 的 学 生 , 总 期 望 得 到 某 一 类 解答 。 如 果 学 生 
是 聪明 的 ,他 能 在 一 定 程度 上 预见 到 这 个 解答 ,他 会 预见 到 : 结果 
看 来 也 许 像 是 这 样 的 , 借 如 此 这 般 手 续 也 许 有 可 能 得 到 结果 .教师 
必须 试 着 去 了 解 学 生 可 能 在 预期 什么 ， 他 必须 发 现 他 们 实际 在 预 
期 什么 , 他 必须 指出 他 们 应 该 合理 地 预期 什么 。 如 果 学 生 不 聪明 
并 且 他 特别 令 人 讨厌 , 他 常会 提出 荒唐 而 又 不 负责 任 的 猜想 。 教 
师 应 该 说 明 , 在 数学 领域 中 ,猜想 是 合理 的 ,值得 尊敬 的 ,是 负责 任 
的 态度 . 请 允许 我 在 此 向 教授 所 有 班级 的 数学 教师 们 呼吁 ， 让 我 
们 第 相 吧 1 
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我 并 不 是 说 我 们 应 该 忽视 证 明 . 相反 ,我 们 必须 两 料 都 教 ,证 
明 与 猜想 , 两 类 推理 即 论证 的 与 合 情 的 . 比 任何 具体 的 数学 事实 
或 诀窍 ,定理 ,或 技巧 都 更 有 价值 的 是 让 学 生 弄 清楚 两 件 事情 : 

首先 是 会 区 别 有 效 的 论证 与 无 效 的 尝试 会 区 别 证 明 与 猜 
想 。 

其 次 是 区 别 更 合理 的 猜想 与 较 不 合理 的 猜想 。 

在 有 些 情况 下 教 猜想 比 教 证 明 更 为 重要 . 拿 教工 科学 生 的 微 
积分 来 说 吧 . (我 有 这 类 教学 的 长 期 的 各 种 各 样 的 经 验 . ) 工程 师 
们 需要 数学 ,他 们 中 间 有 相当 多 的 人 对 数学 有 浓厚 的 兴趣 ,但 是 他 
们 没有 受过 和 弄 懂 = 证明 的 训练 ,他 们 顾 不 上 e 证明， 他 们 对 。 证 
了 明 没有 兴趣 . 教 给 他 们 微 积分 规则 就 像 是 从 天 上 掉 下 来 的 , 硬 塞 
给 他 们 的 教条 , 很 不 符合 教育 学 规律 . 你 的 证 明 本 来 并 不 是 完美 
的 ,你 硬 说 它 是 天 衣 无 终 ， 而 其 实 并 不 是 那么 回 事 ， 就 不 正派 了 . 
冷静 地 承认 你 的 证 明 是 不 完美 的 ， 但 是 可 以 从 例子 与 类 比 中 给 出 
受 尊敬 的 合 情 理由 以 代替 证 明 得 不 完美 的 结果 . 于 是 你 将 不 会 因 
为 捏造 的 假 证 明 而 感到 可 耻 。 并 且 一 些 学 生 在 考试 之 后 也 会 记 住 
你 所 教 的 东西 。 基 于 长 期 经 验 ,我 可 以 说 ,对 有 才干 的 工科 学 生来 
说 , 比 起 严格 证 明 来 ,他 们 更 容易 接受 盖 述 得 很 好 的 合 情 推 理论 证 
法 ,并 且 他 们 对 这 样 的 证 明 都 留 下 了 良好 的 印象 . 

我 说 过 教 猜想 是 合乎 需要 的 , 但 是 教 它 是 不 容易 的 ， 没有 极 
简单 的 猜想 方法 ,因此 也 就 不 能 有 任何 教 猪 想 的 极 简单 方法 ， 我 
也 许 在 前 面 已 经 说 过 几 件 恩 春 的 事件 ,但 是 我 希望 ,我 能 避免 假装 
自己 知道 有 绝对 可 靠 的 教 猜想 的 办 法 . 

者 ， 教 猜想 不 是 不 可 能 的 ， 我 希望 一 些 详细 解释 过 的 例子 
以 及 前 面 提出 来 的 一 些 练习 将 作为 有 益 的 启示 . 这 些 启示 极其 可 
能 酒 在 有 丰富 实际 解 题 经 验 的 教师 的 肥沃 土地 上 . 

例如 , 拿 $4 与 $6 中 所 处 理 的 例子 来 说 , $4 中 的 与 $6 中 的 两 
种 陈述 是 很 不 相同 的 .最 明显 的 差别 是 一 个 短 而 另 一 个 长 。 最 本 
质 的 差别 是 一 个 给 了 证 明 而 另 一 个 只 给 了 似 真 性 ， 一 个 是 被 用 来 
检验 证 明 连 续 步骤 的 论证 结论 的 。 另 一 个 是 准备 去 看 破 某 些 步 又 
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的 启发 动机 的 ， 论 证 的 陈 陈述 是 照 自 欧 几 里 得 起 就 有 的 公认 的 方 
法 ; 启发 式 陈述 在 出 版 物 中 是 极为 少见 的 。 细心 的 教师 还 是 能 够 
应 用 两 种 解释 方法 的 ， 实 际 上 ,如 果 必 要 的 话 , 只 要 他 把 握 住 有 利 
时 机 ,注意 到 他 的 学 生 的 兴趣 , 注意 到 他 工作 的 所 有 条 件 , 他 就 可 
以 构想 一 个 介 于 两 者 之 间 的 第 三 种 陈述 2. 

这 本 书 主要 是 写 给 希望 发 挥 他 们 自己 的 才干 的 学 生 及 好 奇 地 
想 学习 合 情 推理 与 它 的 不 那么 平淡 无 味 的 数学 叙述 的 读者 看 的 。 
我 希望 ,在 这 本 书 里 ,教师 的 兴趣 并 没有 被 忽视 ,但 是 :是 通过 间接 
方法 而 不 是 直接 方法 来 达到 这 个 目的 的 .我 希望 有 一 天 能 弥补 那 
个 缺陷 。 同 时 ,我 反复 讲 我 的 希望 ,事实 上 , 这 本 书 对 一 些 教师 会 
是 有 益 的 。 至 少 对 那些 有 解 题 的 真正 经 验 的 教师 是 有 益 的 .问题 
是 有 这 种 经 验 的 数学 教师 是 如 此 之 少 、 到 目前 为 止 , 即使 最 好 的 
教育 学 院 也 没有 能 培养 出 具有 神奇 般 才 能 的 教师 ， 使 得 他 在 教学 
方法 方面 能 有 卓越 的 训练 。 他 能 使 得 他 的 学 生 懂 得 即使 连 他 自己 
也 没有 弄 懂 的 那些 东西 . 


第 十 六 章 的 例题 和 注释 

1. 臻 教师， 一 些 典型 问题 ， 本 书 是 打算 给 各 类 读者 看 的 : 一 
些 人 是 想 要 了 解 猜想 ， 一 些 人 希望 学 习 猜 想 ， 而 一 些 人 希望 教 儿 
想 ， 但 是 本 书 很 少 有 直接 面 对 最 后 一 类 读者 的 地 方 , 但 是 细心 的 
教师 可 以 从 本 书 所 提出 来 的 与 陈述 的 方法 中 学 习 一 些 东 西 。 例 
如 , 他 可 以 看 到 有 些 提问 题 的 方法 与 普通 方法 很 不 相同 。 我 希望 
指出 几 个 典型 问题 ,如 “猜想 与 证 实 ” 问 题 ,“ 检 验 结论 ”问题 ,“ 你 也 
许 猜 错 "问题 ,及 “小 范围 理论 "问题 。 细 心 的 教师 可 以 用 所 有 这 些 
典型 问题 去 向 他 的 更 聪明 的 学 生 提问 并 使 他 从 塞 淇 教科 书 的 单调 
无 味 的 问题 中 解脱 出 来 . 

猜想 与 证 实 。， 数学 事实 首先 是 被 狂想 然后 是 被 证 实 , 而 且 本 
书 的 几乎 每 一 节 都 力图 证 明 那 是 标准 程序 ， 如 果 在 学 习 数学 时 还 


1) 关于 4 与 $6 之 间 的 中 间 陈述 见 < 不 等 式 >»，249~250 页 . 
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有 数学 发 现 方面 的 什么 事情 可 做 的 话 ， 就 必须 使 学 生 有 个 做 问题 
的 机 会 ,在 这 些 问题 中 他 得 在 一 定 水 平 上 ,首先 是 猜想 然后 是 证 实 
一 个 数学 事实 .然而 ,普通 教科 书 不 提供 那样 的 机 会 : 如 例 1.2， 
5.1，5.2，7.1 ~7.6( 及 许多 其 他 例子 ) 所 给 的 机 会 . 

检验 结论 .哲学 家 与 非 哲 学 家 在 接触 到 归纳 法 的 几乎 每 件 事 
情 方面 意见 都 不 一 致 .但 是 几乎 无 可 怀疑 的 是 , 最 常见 的 归纳 程 
序 在 于 通过 检验 它 的 特殊 结论 来 审定 一 般 陈 述 . 这 种 归纳 程序 在 
数学 研究 中 每 天 都 在 用 着 ,而 且 因 为 它 真正 有 利于 学 生 , 也 希望 会 
每 天 在 课堂 中 用 上 它 . 见 $12.2 及 例 12.3~ 12.6。 参阅 例 6. 

你 也 许 猜 错 .你 应 该 获得 一 些 猜想 经 验 . 你 应 该 从 与 客观 事 
物 的 亲身 接触 中 懂得 ,猜想 也 许 是 值得 尊敬 的 .猜想 也 许 失败 ,以 
及 你 自己 的 即使 是 很 值得 尊敬 的 猜想 也 会 失败 . 用 这 样 的 经 验 ， 
解释 例 11.1 一 11.12. 

小 范围 理论 在 本 书 的 几乎 每 一 页 上 都 先 讨论 一 个 相对 来 说 
是 初等 的 问题 ， 以 便 为 讨论 下 面 将 要 出 现 的 与 此 相 联系 的 不 那么 
初等 的 问题 打下 基础 ， 提出 “小 范围 研究 ”理论 的 理由 是 : -一 个 
不 太初 等 的 问题 可 以 把 要 说 明 的 观点 阐述 得 更 深刻 ， 但 是 它 要 求 
有 长 得 多 的 解释 及 多 得 多 的 预备 知识 . “缩小 范围 ”不 是 太 容易 
的 : 能 十 分 清楚 地 说 明 合 情 推理 的 各 有 关 特 征 ， 并 有 独创 性 地 说 
明 推理 的 有 关 特 征 的 初等 问题 也 许 是 难以 找到 的 . 想 出 解释 科学 
家 在 构造 理论 方面 活动 的 初等 问题 倒是 可 能 的 ， 但 那 还 是 不 那么 
容易 的 . 下 面 例 2, 例 3 及 例 4 提 出 那 种 “小 范围 理论 问题 ”; 例 5 
及 例 6 稍微 有 些 相似 . 

2, 一 个 四 边 形 被 它 的 两 条 对 和 角 线 切 成 四 个 三 角形 ， 如 果 在 它 
们 之 中 有 公共 顶点 而 没有 公共 边 ,我 们 就 称 其 中 两 个 三 角形 为 “ 相 
对 的 ”, 证 明 下 列 陈述 : 

《a) 两 个 相对 三 角形 面积 的 乘积 等 于 另外 两 个 相对 三 角形 面 
积 的 乘积 . 

《b》 当 和 且 仅 当 存在 两 个 面积 相等 的 相对 三 角形 时 ， 四 边 形 是 
个 梯形 . 
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(ce) 当 且 仅 当 所 有 四 个 三 角形 面积 都 相等 时 ， 四 边 形 是 个 平 
行 四 边 形 . 

3.(a) 证 明 下 面 定理 : 一 个 点 位 于 等 边 三 角形 内 并 且 离 三 条 
边 的 距离 分 别 为 x,Y 及 x; 4 是 三 角形 的 高 , 则 z* 十》 十 = 一 

(Cb) 精确 叙述 并 证 明 在 立体 几何 中 关于 正四 面体 的 一 个 内 点 
到 它 的 四 个 面 的 距离 的 类 似 定理 . 

(ce) 推广 上 述 两 个 定理 ， 以 便 将 它们 分 别 应 用 于 平面 或 空间 
的 任何 点 (并 且 不 仅 应 用 于 三 角形 或 四 面体 的 内 点 )， 给 予 精确 陈 
述 以 及 证 明 . 

4. 考 虑 下 面 四 个 命题 , (D) ~ (IV)， 它们 不 一 定 为 真 . 

(1) 如 果 内 接 于 圆 的 多 边 形 是 等 边 的 , 则 它 也 是 等 角 的 ， 

(11) 如 果 内 接 于 圆 的 多 边 形 是 等 角 的 , 则 它 也 是 等 边 的 . 

〈 亚 ) 如 果 关 于 圆 外 切 的 多 边 形 是 等 边 的 , 则 它 也 是 等 角 的 。 

(CIV)》 如 果 关 于 圆 外 切 的 多 边 形 是 等 角 的 , 则 它 也 是 等 边 的 ， 

(a) 陈述 的 四 个 命题 中 哪 一 个 为 真 , 哪 一 个 为 假 , 对 每 个 情况 
的 陈述 给 予 证 明 . 

(b) 如 果 我 们 不 考虑 一 般 的 多 边 形 ,我 们 只 考虑 等 边 的 , 则 四 
个 命题 中 哪 一 个 为 真 , 哪 一 个 为 假 ? 

(〈c) 五 边 形 怎 么 样 ? 

(d) 你 愿意 猜想 ， 或 者 也 许 还 愿意 证 明 更 广泛 的 陈述 吗 ? 它 
们 将 解释 你 的 观察 (b) 与 (c). 

5, 设 a,B 及 7 表示 三 角形 的 三 个 角 . 证 明 


{2a) sina+ sin68 十 siny ~ cos eos cos 


(b) sin2a + sin28 + sin27 ~— 4sinesinp siny, 

(c) sin4ac 十 sin48 + sin47 = —4sin2a sin?28 sin27. 

6. 考 虑 有 正方 形 底 的 直立 楼 锥 的 平 截 头 人 台 . 称 平行 于 底面 与 
顶 面 并 与 这 两 面 有 相等 距离 的 平面 与 平 截 头 台 的 交 面 为 “中 位 
面 "*. 称 一 条 边 等 于 底面 边 长 而 男 一 条 边 等 于 顶 面 边 长 的 矩形 为 
“中 间 甜 形 ”。 
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你 的 四 个 不 同 的 朋友 都 同意 平 截 头 台 的 体积 等 于 高 乘 以 某 个 
面积 ,但 是 他 们 对 这 个 面积 有 了 不 同意 见 并 提出 四 个 不 同 建议 : 

(DD 中 位 面 ， 

《ID 底面 与 项 面 的 平均 ， 

CHD 底面 , 顶 面 ,以 及 中 位 面 的 平均 ， 

(IV) 底面 , 顶 面 ,以 及 中 间 矩 形 的 平均 。 

设 % 为 平 截 头 台 的 高 ,< 为 它 的 底 边 , 5 为 它 的 顶 边 .用 数学 
记 法 表示 四 种 提出 来 的 规则 的 每 一 种 ,决定 它 是 对 的 还 是 错 的 , 同 
时 证 明 你 的 答案 . 

7. 谁 证 明 得 过 多 ， 谁 就 什么 也 没有 证 明 。 即 如 果 你 证 明 得 过 
多 了 , 你 就 什么 也 没有 证 明 . 我 不 能 说 明 这 句 古 老 谚语 的 发 明 者 
当时 是 在 哪 种 意义 上 用 的 ， 但 我 想 解 释 谚语 中 我 所 体会 的 一 个 合 
义 , 即 当 我 从 事 数学 工作 开始 ,并 且 自 那 时 以 来 我 发 现 这 名 谚语 是 
极其 有 用 的 。 这 名 说 语 经 常 提醒 我 注意 一 些 最 有 益 的 征兆, 利用 
这 些 征兆 我 们 就 能 判断 解法 的 可 用 性 . 

这 里 有 这 样 的 情况 ， 你 希望 证 明 一 个 命题 ， 这 个 命题 是 由 结 
论 和 好 几 条 假设 组 成 的 ， 并 且 你 知道 这 几 条 的 每 一 条 都 为 结论 所 
必需 , 即 如 果 不 使 命题 的 结论 无 效 ,那么 它们 中 间 没有 一 条 能 够 被 
废弃 .你 已 经 想 出 一 个 证 明 方案 ,并 且 你 正 估量 着 你 的 方案 的 可 行 
性 。 如 果 你 的 方案 没 用 上 所 有 各 条 假设 ,你 必 须 修改 你 的 方案 或 
抛弃 它 ; 要 是 你 不 修改 方案 也 能 证 下 去 并 且 最 终 证 明了 结论 ， 尽 
管 它 把 这 一 条 或 那 一 条 假设 和 在 一 边 ,然而 在 这 种 情况 下 ,你 的 广 
案 一 定 是 证 明 得 过 多 , 即 有 些 是 假 的 ,因而 最 终 一 定 是 什么 也 没有 
证 明 . 

我 说 过 , 你 的 方案 必须 把 那些 条 都 用 上 。 我 的 意思 仅仅 是 空 
口 说 白话 是 不 竞 的 ， 只 是 注意 到 它们 还 不 行 ， 你 的 方案 必须 考虑 
在 证 明 中 把 每 一 条 切切 实 实地 用 上 ， 打算 证 明 结论 的 架子 , 如 果 
没有 稳固 的 立足 点 ,这 个 证 明 的 架子 是 搭 不 起 来 的 。 

设想 出 一 个 方案 , 它 能 把 所 有 假设 都 充分 地 利用 起 来 , 那 是 十 
分 困难 的 ， 因 此 ,如 果 方案 有 用 上 所 有 各 条 假设 的 希望 ,我 们 是 极 
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为 高 兴 的 ; 这 意味 着 一 个 方案 是 有 效 的 极 好 的 征兆 , 极 强 的 指示 。 

关于 “发现 的 问题 "解答 的 相应 注解 是 必 不 可 少 的 , 见 $8 (3)， 
(4)，(5). 

比 起 拉丁 谚语 来 ,如果 你 更 喜欢 法 国 谚语 的 话 , 这 里 有 一 句 : 
“新 嫌 看 上 去 太 漂亮 中”。 我 不 认为 有 详 述 这 一 点 的 必要 ; 读者 在 
看 了 前 面 内 容 之 后 就 能 给 自己 想像 出 细节 来 . 

8 .接近 与 可 信 。 离 解决 还 有 多 远 ? 要 做 的 事 还 有 多 少 ? 这 样 
一 些 问题 使 必须 在 规定 的 时 间 内 完成 任务 的 学 生 的 心里 很 不 安 ， 
然而 它们 总 是 存在 于 每 个 解 题 者 的 心头 . 

(1) 我 们 甚至 能 够 在 一 定 程度 上 回答 这 些 问 题 ， 当 然 不 是 精 
确 地 ,不 过 平均 说 来 是 相当 正确 的 ,我 倾向 于 相信 这 点 。 

例如 ,我 们 回头 来 看 图 16.1 ~16.5 及 它们 所 描述 的 解 的 过 程 ， 
解 题 者 会 感到 图 16.3 要 比 图 16.2 大 大 地 接近 于 解答 ;并 且 一 经 得 
到 图 16.4 他 会 感到 解答 就 不 难 到 手 了 . 

关于 判断 是 否 接近 解答 ,我 们 可 以 依靠 说 不 清楚 的 感觉 ,或 依 
靠 特殊 征兆 ， 任 何 指示 我 们 方案 可 以 成 功 的 征兆 也 可 以 被 解释 为 
接近 解答 的 进展 ,并 且 帮 助 我 们 估计 还 必须 走 多 远 . 

(2) 让 我 们 考虑 “证 明 的 问题 "的 解答 。 其 目的 是 要 证 实 (或 
证 明 为 候 ) 某 个 定理 。 解 题 者 对 他 所 证 明 的 定理 可 以 相信 ,或 者 不 
相信 然而 ,如 果 他 是 一 个 有 点 才干 的 解 题 者 ,他 必须 时 刻 准备 改 
变 他 的 信任 对 象 ， 即 在 证 明 问题 时 , 像 “ 定 理 可 信 吗 2 它 为 什么 可 
信 ?” 这样 一 些 问题 虽然 时 隐 时 现 ,但 始终 是 放 在 他 的 心头 ， 如 果 
任何 新 的 东西 出 现在 他 艰 前 ,他 就 有 两 个 问题 : “ 它 使 定理 更 可 信 
还 是 更 不 可 信 2”“ 它 使 解答 离 我 们 更 近 了 呢 还 是 不 然 ? “当然 ,他 
的 注意 力 被 新 事实 所 吸引 ， 以 致 他 没有 功夫 用 语言 确切 陈述 随便 
哪个 问题 ， 他 也 可 以 无 声 地 给 自己 一 个 回答 。 即使 他 说 :“ 好 兆 
头 "或 “ 坏 兆头 ”, 但 他 也 未 必 会 详细 表达 他 想 要 表示 的 意思 ， 它 是 
接近 解答 的 征兆 ,或 是 定理 可 信 的 征兆 吗 ? 然而 ,如 果 他 是 个 有 才 
于 的 解 题 者 ,他 会 非常 明白 接近 与 可 信之 间 的 差别 ,并 且 这 个 差别 
将 只 能 体现 在 他 的 工作 之 中 ,体现 在 他 对 问题 的 处 理 之 中 。 
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(3) 回想 起 一 个 从 前 一 度 知道 ， 而 现在 又 忘记 了 的 名 字 是 一 
个 比 数学 问题 更 简单 的 任务 ， 但 与 数学 问题 却 有 某 种 相似 之 处 。 
我 们 经 常 能 见 到 试图 回想 起 某 人 名 字 的 人 ， 我 们 可 以 从 这 样 的 观 
察 中 学 习 一 些 有 趣 的 东西 . 

在 一 次 谈话 中 ,你 的 朋友 想 要 告诉 你 一 个 名 字 《 也 许 是 一 家 店 
名 ,一 个 熟人 和 名字, 或 一 个 作者 名 字 )， 他 被 难 住 了 ,同时 你 听 到 他 
说 :“ 只 消 一 会 儿 我 就 会 想起 它 来 的 ,” 或 "等 一 下 ， 也 许 只 一 会 儿 
我 就 想起 它 来 . ”或 "我 的 脑袋 真 不 好 使 ,我 怎么 也 想 不 起 来 这 个 名 
字 了 ,但 是 我 相信 , 几 个 小 时 之 后 我 一 定 能 想起 来 的 , 或 许 明 天 早 
晨 能 想起 来 ,但 是 现在 我 实在 想 不 起 来 了 .” 显 然 ,你 的 朋友 试图 判 
断 接近 那个 名 字 , 他 试图 估量 的 是 一 种 “心理 学 的 距离 ”， 我 已 儿 
测 他 的 预告 大 概 会 是 对 的 ， 他 对 那个 “心理 学 的 距离 ”的 估计 大 概 
是 正确 的 . 

为 了 有 可 能 同 解 题 进行 比较 ， 注 意 一 个 回想 名 字 的 人 也 是 有 
趣 的 。 他 不 可 能 全 部 地 回想 起 名 字 , 但 也 许可 能 部 分 地 回想 起 它 ， 
或 者 也 许 更 明确 地 说 他 或 许 能 够 想起 名 字 的 某 些 特征 。 你 可 以 
听 你 的 朋友 说 :“ 这 名 字 不 是 贝 登 伯 格 〈Battenberg) 一 一 他 终归 不 
是 这 思 (Queen) 的 浆 夫 一 但 是 它 是 德国 人 的 名 字 , 有 三 个 音节 ， 
与 贝 登 伯 格 非常 相像 .” 虽 然 他 只 是 在 儿 天 之 后 才 会 想起 正确 的 
名 字 ， 而 (我 已 经 观察 到 这 些 情况 ) 你 的 朋友 在 所 有 这 些 特点 方面 
会 完全 正确 . 

完全 类 似 地 , 一 个 数学 家 , 虽然 他 还 没有 解决 他 的 问题 ,但 是 
可 以 完全 可 靠 地 预见 解答 的 某 些 特征 。 

对 未 来 的 数学 家 或 教师 来 说 ， 最 有 意义 的 解 题 的 那些 方面 是 
不 容易 被 归纳 到 实验 心理 学 的 普通 方法 中 去 的 .也许 , 像 回 想 名 字 
这 种 在 某 些 方面 与 解数 学 问题 相似 的 过 程 ， 有 可 能 较 容易 地 被 归 
纳 到 心理 学 实验 范围 里 去 . 

9 .数值 计算 与 合 情 推 理 。 虽然 数字 常常 被 看 作 最 精确 的 符 
号 ,而 数值 计算 的 结果 决 不 是 可 靠 的 ;它们 只 是 合 情 的 。 数 值 计算 
在 许多 方面 要 依赖 于 合 情 推理 ， 
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《1) 你 常常 要 做 很 长 的 数值 计算 . 而 其 最 终结 果 是 依靠 一 系 
列 步 双 而 得 到 的 ,你 有 极 充分 机 会 去 正确 地 做 随便 哪个 单独 的 一 
步 ,可 是 计算 有 许多 步 , 在 每 一 步 都 有 出 错 的 可 能 , 而 最 终结 果 也 
许 是 错 的 ， 你 怎么 能 防止 差错 呢 ? 

按 尽 可 能 不 同 的 程序 两 次 计算 所 求 的 数 ， 如 果 两 次 计算 提供 
不 同 结果 ,至 少 它们 中 的 一 个 是 错 的 , 这 是 肯定 的 , 但 也 可 能 两 个 
结果 都 是 错 的 。 如 果 两 次 计算 一 致 ,两 次 所 得 结果 的 正确 性 也 决 
不 是 确定 无 疑 的 ,但 是 它 或 许 是 正确 的 ,并 且 两 个 结果 一 致 是 它 的 
正确 性 的 表示 。 这 种 表示 的 份量 依赖 于 所 使 用 的 两 种 程序 之 闻 的 
差别 . 

例如 ,在 做 完 一 次 计算 之 后 , 如 果 计 算 量 很 小 , 你 立刻 重复 一 
遍 ， 在 方法 上 没有 任何 改变 : 由 于 第 一 次 计算 刚 做 完 你 还 记忆 犹 
新 , 你 可 能 容易 在 第 一 次 弄 错 的 同一 个 地 方 第 二 次 又 弄 错 。 在 这 
种 情况 下 ， 由 于 两 种 程序 之 间 的 差别 很 小 ， 所 以 其 正确 性 所 表示 
的 份量 也 就 很 小 。 如 果 过 一 会 儿 再 重 算 就 会 稍 好 一 点 儿 ， 让 另外 
一 个 人 第 二 次 算 它 就 更 好 了 ， 用 很 不 同 的 方法 做 第 二 次 计算 还 要 
好 . 

事实 上 ,如 果 两 种 完全 不 同 的 程序 得 到 相 己 结果 ,我 们 只 有 两 
个 明显 的 猜想 : 结果 或 许 是 正确 的 ,或 者 其 一 致 性 可 能 出 于 偶然 。 
如 果 只 是 由 于 偶然 一 致 的 概率 很 小 ， 那 么 两 个 对 抗 猜 想 的 第 二 个 
相应 地 是 不 可 靠 的， 我 们 想 抛弃 它 ， 因 而 我 们 会 更 信任 第 一 个 猪 
想 , 即 我 们 会 更 信任 结果 的 正确 性 . 

两 次 计算 程序 的 差异 越 大 ， 它 们 一 致 的 概率 的 最 简单 值 的 计 
算 就 越 逼 真 : 两 次 计算 仅仅 是 偶然 地 达到 有 相同 的 ” 位 的 概率 是 
10-"; 参阅 $14.9 (3) 例 14.11, 但 是 也 参阅 $14.32 及 例 12。 

在 大 规模 计算 中 ,由 于 采用 多 重 控制 使 得 偶然 相合 更 不 可 能 ， 
这 是 一 种 很 好 的 习惯 作法 . 在 条 件 允 许 情况 下 两 次 计算 应 该 尽 可 
能 用 不 同方 法 完成 。 可 是 , 如 果 正 确 , 它们 不 仅 会 在 最 后 结果 中 ， 
而 且 会 在 几 个 中 间 结 果 中 一 致 。 当 一 致 的 结果 不 断 增加 时 , 如 再 
认为 它 是 巧合 就 变 得 更 困难 ,当然 ,虽然 偶然 性 从 来 也 不 能 完全 排 
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除 掉 ,并 且 从 来 也 不 能 充分 保证 结果 是 绝对 正确 的 . 

(2) 在 前 面 ,我 们 黑 认 已 知 两 次 计算 在 理论 上 是 严格 等 价 的 ， 
并 比较 了 它们 的 结果 .可 是 在 应 用 数学 里 我 们 必须 经 常 作 近 似 计 
算 , 同 时 我 们 可 以 比较 数值 结果 ,即使 所 有 包含 的 算术 运算 都 没有 
错 , 其 结果 也 不 必 完 全 一 致 ; 我 们 只 是 希望 它们 将 "约略 地 "一致. 
况且 ， 我 们 也 许 对 用 以 计算 的 近似 方法 理论 知道 得 十 分 不 完全 . 
在 这 样 的 情况 下 , 合 情 推理 的 范围 当然 更 宽广 了 ,同时 这 种 推理 更 
冒险 了 .参阅 例 11.23.。 

(3) 两 个 数学 家 , 4 与 B, 研 究 同 一 套 九 个 组 合 问题 .我们 不 
必 知 道 这 些 问 题 的 题目 (它们 是 同 四 维 的 超 正方 体 有 关 的 ), 但 重 
要 的 是 要 知道 它们 是 按 困 难 增加 的 次 序 排列 的 。 头 两 个 问题 平淡 
无 奇 ,第 三 个 问题 容易 , 第 四 个 问题 较 不 容易 ,其 后 它们 变 得 更 加 
复杂 了 ,而 最 后 一 个 问题 最 难 了 . 

4 与 刀 两 人 都 解决 了 问题 ， 但 是 他 们 的 结果 不 完全 一 致 。 这 
里 有 他 们 的 关于 九 个 问题 的 解答 : 

4:114619274755 78 
B:11461927505674. 
即 对 于 前 六 个 问题 4 与 B 的 结果 一 致 ,这 些 问题 比较 容易 ,但 是 关 
于 后 三 个 比较 难 的 问题 ,他 们 的 结果 不 一 致 , 事实 上 ,他 们 是 按照 
十 分 不 同 的 方法 做 的 . 

4 着 手 解决 九 个 问题 中 的 每 一 个 与 另 一 些 无 关 . 他 的 方法 对 
每 一 个 问题 都 稍 有 不 同 ,并 且 当 他 着 手 更 难 的 问题 时 ,他 的 方法 也 
变 得 更 复杂 了 . 

B 用 相同 的 方法 着 手 解决 问题 。 他 的 工作 由 两 部 分 组 成 。 较 
困难 的 第 一 部 分 是 为 解决 所 有 九 个 问题 所 作 的 共同 准备 ， 第 二 部 
分 是 比较 常规 的 问题 ， 他 把 第 一 部 分 结果 按照 相同 规则 应 用 到 每 
个 单独 的 问题 中 去 . 问题 的 困难 程度 似乎 是 不 相同 的 , 用 4 的 方 
法 处 理 要 比 用 的 方法 处 理 难 得 多 。 

我 想 所 描述 的 情况 给 了 我 们 以 合理 的 依据 ， 即 比 起 4 的 解答 
来 ,我 们 更 相信 8 的 解答 。 
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既然 两 种 十 分 不 同 的 方法 关于 前 六 个 问题 的 结果 是 一 致 的 ， 
并 且 前 六 个 问题 总 的 来 说 是 比较 容易 的 ， 那 么 就 有 充分 理由 相信 
这 些 问题 的 解答 是 正确 的 . 关于 前 三 个 问题 的 解答 是 毫 无 疑问 
的 . 
既然 的 第 一 部 分 工作 的 结果 是 由 它 的 9 种 情况 中 的 3 种 的 
结论 所 证 实 的 ,并 且 大 概 在 另外 3 种 情况 中 也 被 证 实 了 (在 剩 下 的 
3 种 情况 里 它 既 没 有 被 证 实 也 没有 被 驳 倒 ), 那 末 就 有 充分 理由 相 
信 这 个 结果 . 
然而 , 如 果 B 的 第 一 部 分 工作 是 正确 的 (看 来 事实 上 是 正确 
的 ), 他 只 可 能 错 在 处 理 后 三 个 问题 的 较 常规 的 第 二 部 分 .可 是 4 
在 处 理 它们 的 时 候 有 最 大 困难 。 因 而 4 比 起 B 来 错 的 机 会 似乎 更 
多 ". 
刚才 讨论 的 情况 颇 为 特殊 ， 但 它 表明 合 情 推 理 有 进一步 探究 
的 可 能 性 ， 例 如 , 它 可 以 是 一 项 表达 刚才 在 概率 演算 的 公式 中 , 怎 
样 尽 可 能 适当 地 提出 合 情 论 证 的 报答 任务 . 
10. 你 必须 把 这 样 开头 的 十 个 六 位 数 的 一 列 加 起 来 ,例如 
1596.03 
1646.07 
1781.10 
叙述 做 它 的 各 种 程序 。 
11. 把 你 看 见 的 明白 表示 的 一 位 数字 的 数 ,与 你 想 着 的 两 位 数 
字 的 数 相 加 ,把 它 称 为 “基本 步骤 ”; 然而 ,包括 第 二 个 数 也 是 明白 
表示 的 或 它 只 有 一 位 数字 的 可 能 性 ( 它 使 步 台 更 容易 些 )。 按 最 普 
通 方法 完成 在 例 10 中 提 到 的 加 法 需要 多 少 基本 步骤 ? 
12. 在 做 计算 的 时 候 , 你 获得 头 两 个 九 位 数 , 而 且 获 得 作为 差 
的 最 终结 果 弄 清楚 是 一 个 三 位 数 。 另 一 种 计算 程序 获得 作为 两 个 


1) 见 G， 波 利 亚 ，“ 关 于 复合 命题 的 类 型 ” (Sur les types des propositions 
compostes), < 符号 逻辑 杂志 >《Journal of Symbolic Logic), 第 5 卷 (1940)， 
98~103 页 。 
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七 位 数 的 差 的 同样 是 三 位 数 结果 。 应 用 在 例 9(1) 中 给 的 公式 , 计 
算 这 样 一 种 一 臻 性 是 由 于 机 会 的 概率 . 

13. 形式 论证 与 合 情 推 理 。 你 要 做 一 个 长 的 数值 计算 。 按 一 
系列 步 又 得 到 了 最 终结 果 , 如 果 每 一 步 都 正确 , 则 最 终结 果 必 定 正 
确 。 每 一 个 单独 步骤 (如 加 法 3 + 7 或 乘法 3 x 7) 是 如 此 简单 而 
且 热 悉 ,以 致 只 要 你 专心 那么 在 稍微 顺 当 的 情况 下 你 都 不 会 弄 错 ， 
但 是 , 像 别人 一 样 ,你 恐怕 还 会 在 计算 中 弄 错 ， 在 十 分 小 心地 完成 
了 连续 步 双 之 后 ,如 果 不 检验 最 终结 果 你 就 不 应 该 相信 它 。 

你 完成 了 一 个 元 长 的 数学 论证 .此 论证 被 假定 是 分 成 许多 
步 ,你 能 熟练 地 检验 其 中 的 每 一 步 , 如 果 每 一 步 都 对 , 则 最 后 结论 
必定 对 ， 可 是 同 别人 一 样 , 你 也 许 弄 错 。 在 十 分 小 心地 检验 连续 
步骤 之 后 ,你 能 相信 最 后 结论 吗 ?你 相信 的 程度 可 能 不 会 多 于 ,其 
至 是 少 于 对 宛 长 计算 最 终结 果 的 信任 . 

实际 上 ， 数 学 家 一 步 一 步 检验 完 论 证 细节 并 发 现 每 一 步 都 是 
对 的 ,但 是 他 还 会 不 满意 。 他 需要 比 每 个 细节 的 正确 性 更 使 他 自 
己 满意 的 东西 。 这 是 什么 ? 

他 想 弄 懂 论 证 。 在 一 步 一 步 地 努力 通过 证 明之 后 , 他 还 更 不 
怕 麻 烦 : 他 再 看 , 重 算 , 重新 确切 陈述 ,并 重新 安排 步 又 直到 他 把 
细节 组 成 一 个 可 以 理解 的 整体 为 止 ， 只 是 在 那 时 他 才 开始 相信 证 
明 。 

我 就 不 敢 去 分 析 构成 < 卉 懂 * 的 是 什么 东西 。 有些 人 说 它 是 奸 
立 在 “直观 ”基础 上 的 ,并 且 他 们 相信 直观 具有 了 解 整体 与 把 细节 
组 成 一 个 整理 好 的 和 谐 整 体 的 性 质 ， 虽然 我 有 些 疑惑 但 却 不 敢 
去 反对 这 个 ?。 可 是 我 要 求 注意 由 本 书 的 例子 与 讨论 所 强烈 暗示 
的 论点 . 

一 些 实际 例子 会 使 我 们 信服 ， 类 比 与 特例 在 寻求 与 理解 数学 


1) 直观 的 含义 及 它 在 组 合 细节 中 的 作用 通常 是 不 太 好 解释 的 .然而 ， 值 得 注意 的 
是 笛 卡 儿 比 较 令 人 难忘 地 解释 了 这 两 点 “直观 ?这 一 术语 的 近代 用 法 就 是 从 他 
开始 的 ， 在 他 的 关于 思维 方向 的 第 三 及 第 七 条 规则 上 , 见 < 全 集 » (Oeuvres, 由 
Adam and Tannery 发 行 ), 第 10 着 ，368~^.370 页 及 387 必 388 页 . 
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论证 中 都 有 用 。 证 明 的 一 般 方法 , 或 相当 多 的 部 分 会 由 类 比 来 嘻 
示 或 个 清 。 特 例 可 以 暗示 一 个 证 明 (例如 , 见 $3.17); 另 一 方面 ， 
我 们 可 以 通过 观察 在 熟悉 的 或 临界 的 特例 中 证 明 是 怎样 进行 的 ， 
来 检验 一 个 已 经 被 确切 陈述 的 证 明 。 然 而 类 比 与 特例 是 合 情 论 证 
的 最 丰富 的 源泉 :也许 它 们 不 仅 帮助 形成 论证 ， 并 且 使 它 更 可 以 
被 理解 ,而 且 增 添 我 们 对 它 的 信任 。 因 而 使 我 们 相信 ,我 们 对 论证 
理 的 信任 的 绝 大 部 分 也 许 来 让 会 悄 推 开 。 


“1 


问题 的 解答 


第 十 二 章 解 答 


1. 可 以 认为 更 像 $3.12 的 表格 (空间 划分 )。 除 去 $3.1 中 所 列 
出 的 多 面体 以 外 ， 所 有 提 到 过 的 表格 都 同 证 实 具有 特殊 性 质 的 命 
题 4 的 归纳 证 所 有 关 : 4 断言 ， 其 意义 要 由 可 变 整 数 # 来 确定 的 
某 个 陈述 5,, 对 ”一 1, 2,"… 为 真 . 这 样 的 命题 4 的 归纳 检查 自 
然 按 某 种 次 序 进行 : 我们 首先 检验 9, 然后 5,, 再 后 5, 如 此 等 
等 .这 个 次 序 在 表格 的 安排 上 是 可 以 看 得 见 的 。 然 而 如 果 我 们 审 
定 像 在 $3.1 那样 同 多 面体 有 关 的 命题 ， 就 没有 这 样 “ 自 然 的 ”次 
序 . 我 们 可 以 从 四 面体 开始 我 们 的 研究 ,从 各 种 观点 来 看 , 它 可 以 
被 看 作 “ 最 简单 的 ”多 面体 .可 是 下 一 个 我 们 该 审定 哪 种 多 面体 ? 
没有 令 人 信服 的 理由 可 以 把 某 个 多 面体 看 作 “ 次 简单 的 ”, 把 另 一 
个 看 作 第 三 简单 的 ,如 此 等 等 . 

2. 如果 实例 101 与 301 同 已 经 证 实 的 实例 1,2, 3,…, 20 相 隔 
要 比 同 实例 21 与 22 显得 “ 隔 着 更 远 ”( 并 且 在 欧 拉 的 研究 中 也 是 
这 样 的 ), 那 么 比 起 实例 21 与 22 来 更 强调 实例 101 与 301 的 证 实 
似乎 是 合理 的 (并 且 那 确实 同 $2 中 所 介绍 的 模式 一 致 ). 

3. (1) c 二 p: 三 角形 退化 为 直线 ; 4 一 0. 

(2) c 二 pp 使 4 成 为 虚 的 : 由 于 e > p 就 没有 三 角形 . 

(3) a 一 6 一 c: 三 角形 是 等 边 的 并 且 4? 一 3a'/16， 而 这 个 
是 对 的 . 

(4) 人 一 下 十 co: 三 角形 是 个 直角 三 角形 并 且 

16 妊 一 (ae 十 8 十 c) 人 十 < 一 az) 一 5 十 c)(z 十 一 <c) 
一 [人 (十 c 一 [天 一 他 一 ce 六] (0c), 
或 4? 一 bcz/4， 而 这 个 是 对 的 . 
(5) 5 一。 一 《hr 十 4/4) 中 三 角形 是 等 腰 的 ,高 为 ,并且 
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16A’ = (4 + 26)(26 — a)a 
= (46: 一 a)a 
一 4120， 
而 这 个 是 对 的 . 

《6) 维 数 是 对 的 . 

(7) 关于 4 的 表达 式 原来 是 关于 三 条 边 a, 5 与 “ 对称 的 . 

4.《1) 4 一 0: 四边 形变 成 三 角形 ， 确 认 的 公式 化 简 为 海伦 
公式 , 例 3。 

(2) 4 一 p: 四 边 形 退 化 为 直线 ; 4 = 0. 

(3) 4 之 请 使 4 成 为 虚 的 : 由 于 4 二 p 就 没有 四 边 形 了 . 

(4) ae 一 0 一 < 一 4 给 出 全 一 o, 对 正方 形 这 个 是 对 的 ， 但 
对 凌 形 它 就 不 对 ( 太 大 ): 正方 形 可 内 接 于 圆 ,而 姜 形 却 不 能 . 

(5) ec == 4,4 一 5 给 出 4 一 《ab》， 对 和 矩形 这 个 是 对 的 ,但 
对 斜 平行 四 边 形 就 不 对 ( 太 大 ): 和 矩 形 可 内 接 于 圆 , 而 斜 平行 四 边 
形 却 不 能 . 

(6) 在 前 面 的 (4) 及 (5) 中 确认 的 公式 认为 ， 不 可 内 接 的 四 边 
形 面积 的 值 太 大 : 这 同 $10.5 (2) 及 $10.6 (3) 一致. 

(7) 确认 的 公式 正确 地 给 出 4 的 量 纲 . 

(8) 按照 确认 的 公式 4 是 关于 四 条 边 a，,b,c 及 4 对 称 的 : 
如 果 交 换 两 条 邻 边 ,内 接 四 边 形 仍然 内 接 于 同一 个 圆 . (考虑 四 个 
底 为 四 条 边 且 在 圆心 有 公共 顶点 的 四 个 等 腰 三 角形 .) 

这 些 注 记 当 然 没 有 证 实 所 提出 的 公式 ,但 是 按照 在 $2 中 所 列 
出 的 模式 ,它们 使 它 十 分 合 情 -. 关于 证 明 见 例 8.41. 

5. (1) a 一 b 一 c 一 < 一 一 g: 四 面体 是 正四 面体 ; 7 一 
228/12. 

(2) = 二 0 了 一 0 十 2， 一 4 十 如 四 面体 是 “三 
直角 的 ”, 即 从 同一 个 顶点 发 出 的 三 条 楼 a,5 及 < 是 彼此 垂直 
的 ; V = abec/6. 

(3) e 一 0,2 一 c, 了 一 g: 四 面体 专 下 来 , 变 成 平面 图 形 ,一 
个 三 角形 ;7 一 0， 
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(4) < 一 sa 1 一 65， 及 一 所 一代 十 及 :四 面体 给 下 来 , 变 成 
边 长 为 4 与 5 的 矩形 ; 六 一 0. 

(5) 乃 是 比 (4) 更 广义 的 特例 : 四 面体 变 成 平面 四 边 形 ， 其 
边 为 e， b,c。，, 1, 而 其 对 角 线 为 c<, g. 那么 V 一 0 给 出 一 个 普通 
四 边 形 的 边 与 对 角 线 之 间 的 关系 ,这 个 也 能 直接 证 明 , 虽 然 不 那么 
容易 . 

(6) 量 纲 是 对 的 . 

《7) 7 的 表达 式 关 于 所 有 六 条 楼 是 不 对 称 的 ， 但 不 必 如 此 : 
从 同一 个 顶点 发 出 的 三 条 棱 zs, 6,c 所 起 的 作用 同 包含 一 个 三 角 
形 ( 一 个 面 ) 的 三 条 楼 。,f, g 不 一 样 。 然 而 , 我们 能 把 所 提出 来 的 
表达 式 变换 为 下 面 的 形式 : 

144Vi = cz( 玉 十 户 十 二 十 下 一 于 一 ce 
士 2 十 果 十 好 十 所 一 天 一 户 ) 
十 cig( 人 十 后 十 及 十 六 一 局 一 多 ) 
一 ezpg 一 eabc2 一 aajc: — abipg. 
前 三 行 对 应 于 三 对 对 楼 ,最 后 一 行 的 四 项 对 应 于 四 面 形 的 四 个 面 : 
新 的 代数 形式 呈现 出 适 于 几何 作 图 的 已 知 条 件 的 所 有 对 称 性 《可 
交换 性 ). 顺便 提 一 下 ,新 形式 (提供 新 形式 的 代数 变换 的 正确 性 ) 
也 能 由 特例 (1), (2), (3), (4) 来 检验 . 
6.(1) 对 
3 93 55 9，79 
我 们 分 别 求 出 证 实 两 个 公式 的 数值 
6, 36, 276, 11, 6. 
(2) 更 一 般 地 , 设 
atbt+c=n=p=—0, 
那么 
5 一 一 3ab(a 十 5)， 
5 一 一 5ab(a + b)a + ab + 6’), 
gqg——a—ab— b> 
7 一 一 abc 十 5): 
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并 且 由 于 
355 


一 二 :一 一 忆 一 4 一 ， 
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两 个 公式 被 证 实 了 . 

(3) 更 一 般 地 , 设 c 一 0. 更 长 的 简单 计算 证 实 两 个 公式 . 

《4) 更 一 般 地 , 设 5 十 c 一 0. 那 末 aa 一 ao 一 中 5 一 0 
在 所 提出 来 的 关于 4 与 > 的 表达 式 中 分 母 与 分 子 部 为 零 . 

关于 证 明 与 推广 见 《纯粹 数学 与 应 用 数学 杂志 》, 第 9 辑 , 第 31 
卷 (1952), 第 37~47 页 . 

7. 陈 述 B, (有 + 一 4 一 0) 作为 特例 被 包括 在 B,《r 一 0) 与 
B;《h 一 0) 之 中 .因此 , B, 或 B, 为 真 , B4 也 必 为 真 . 如 果 我 们 
把 这 一 点 已 经 搞 得 很 清楚 ， 继 B; 或 B, 证 实 之 后 , B, 的 证 实 就 不 
给 我 们 传递 新 信息 了 - 并 且 我 认为 ,在 没有 新 信息 的 地 方 , 也 不 会 
有 新 证 据 . 但 观察 B, 还 是 值得 的 ; 它 可 以 使 整个 结构 完美 . 

8. 更 细心 注意 $6.2 中 欧 拉 论文 的 第 9~~ 第 13 中 的 推导 说 明 ， 
从 数学 上 说 cz，c#， ce 是 由 cc co 推出 来 的 : 因此 ， 
c 咏 cz …， 扣 的 证 实 并 没有 真正 提供 新 信息 或 证 据 ， 但 是 c 交 与 
< 六 的 证 实 却 提供 了 新 信息 或 证 据 . 

9. 模 式 基本 上 同 将 在 例 11 中 介绍 的 模式 一 致 ; 见 那里 的 注 
释 ， 

10. 如 果 8n 十 3 一 tr? 十 2p， 整数 忆 必 是 奇数 .因此 , w! 具 有 
形式 8n 十 1, 因而 具有 形式 4 十 1， 欧 拉 证 实 

P= 二 vs; 
两 个 整数 * 与 ”中 ,一 个 必 为 奇数 而 另 一 个 必 为 偶数 ， 因 此 
2 一 2 十 2 一 (zx 十 o 咏 十 (zx 一 中 
现在 , ww,x 十 zy 与 zx 一 "是 奇数 . 设 
弘一 2xz 一 1 2 十 2 一 2 一 1， xx 一 "一 2z 一 1， 
则 我 们 得 到 
8 十 3 一 (2z 一 1 十 (27 一 1 十 (2z 一 1 


二 = —ab(a + 5b), 


或 


13. 


es A A et 
2 2 2 
13. 是 的 ,应 该 同 在 $6 中 所 介绍 的 模式 一 致 。 
11, 12, 14 没有 解答 . 


第 十 三 章 解 答 
1. 下 面 模式 一 般 地 是 可 以 应 用 的 : 
4 蕴含 B 
8 假 
4 假 
用 非 B 代 B, 再 应 用 这 模式 ， 你 得 到 
4 蕴含 非 如 
非 B 假 
4 假 
我 们 必须 注意 $4 (5) 中 的 等 价 关系 : 
“4 北 含 B” 等 价 于 “4 同 非 B 不 相 容 .” 这 个 等 价 关 系 一 般 地 
也 是 可 以 应 用 的 。 用 非 B 代 B, 再 应 用 这 关系 .你 得 到 
“4 昔 含 非 B” 等 价 于 “4 同 B 不 相 容 .此 处 我 们 认为 非 B 
的 否定 是 8 , 那 当然 是 对 的 (因为 的 否定 是 非 8), 因 此 我 们 拿 B 
代 非 ( 非 8)。 用 8 代 等 价 式 中 的 4, 这 等 价 式 写 在 $4(3) 的 末尾 ， 
我 们 也 得 到 


“ 非 8 假 ”等 价 于 “B 真 ”. 
用 对 应 的 列 在 前 面 两 个 等 价 式 的 右边 部 分 代 最 后 一 个 模式 的 两 个 
前 提 , 我们 得 到 : 
4 同 吾 不 相 容 

B 真 

4 假 
其 实 , 这 是 $3 的 论证 模式 . 

2. 假 定 下 面 模式 一 般 地 是 可 以 应 用 的 : 
A 比 含 B 
B 真 


4 更 可 靠 
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用 非 4 代 4 以 及 非 8 代 B, 再 应 用 这 模式 .你 得 到 : 
非 4 蕴 含 非 
非 8 夏 
非 4 更 可 千 
“搜集 下 列 三 个 等 价 式 : 
“ 非 4 草 含 非 B” 等 价 于 “B 蕴含 4”， 
“ 非 了 真 ”等 价 于 “8B 假 "， 
“ 非 4 更 可 靠 ”等 价 于 “4 较 不 可 靠 ”. 
第 一 个 已 经 在 $4 (5) 里 导出 了 . 第 二 个 已 经 在 $4 (3) 里 提 到 了 ， 
不 过 用 另 一 种 记 法 , 即 用 4 代 寻 的 记 法 。 第 三 个 已 经 在 $5 里 讲 过 
了 ( 正 是 为 现在 的 目的 想 出 来 的 )， 用 刚才 列 出 的 三 个 对 应 的 等 价 
陈述 去 代 所 考虑 的 最 后 一 个 模式 的 前 提 与 结论 .你 得 到 : 
至 蕴含 4 
B 假 
2 较 不 可 靠 
除去 用 语 上 (或 记 法 上 ) 稍 有 变化 外 ,其 实 这 就 是 $2 中 所 介绍 的 启 
发 模式 ， 
3. 从 与 例 2 中 的 模式 相同 的 模式 出 发 以 非 8 代 8 (如 在 例 
1 中 ?。 这 样 你 得 到 : 


4 蕴含 非 B 
非 B 真 
4 更 可 靠 
搜集 下 列 两 个 等 价 式 : 
“4 蕴含 非 B” 等 价 于 “4 同 B 不 相 容 ” 
“ 非 3 真 ”等 价 于 “B 假 ”. 
第 一 个 已 经 在 例 1 中 导出 . 只 是 记 法 不 同 (4 代替 B), 第 二 个 在 
44 (3) 中 给 出 了 .以 刚才 列 出 的 等 价 陈述 代 所 考虑 的 模式 的 两 个 
前 提 。 你 得 到 
4 同 了 3 不 相 容 
_ 3 假 _ 
4 更 可 靠 
其 实 , 这 是 $3 的 启发 模式 。 


A 


4. (a) 当 陈述 B 作 如 下 定义 时 , 4 总 是 蕴含 8 的; 

B. 字母 要 在 字 TIREDNESS 的 字母 中 选择 ,所 求 的 有 九 个 字 
母 的 字 , 同 别 的 字谜 的 字 在 这 些 字母 中 间 交 叉 . 

让 我 们 把 刀 解 释 为 对 填 人 所 提出 来 的 字谜 的 商 个 地 方 的 限制 
( 末 一 个 与 倒数 第 三 个 )， 我 们 必须 在 两 个 情况 之 间 进 行 区 别 . 

如 果 我 们 把 关于 两 个 交叉 字 的 答案 看 作 是 最 终 的 ， 我 们 得 知 ~ 
8 为 真 ,因而 我 们 证 实 了 猜想 了 的 一 个 结论 .因此 ,按照 基本 归纳 
模式 ($12.1) 我 们 认为 4 更 可 靠 . 

然而 ,如 果 我 们 把 关于 交叉 字 的 答案 只 看 作 是 暂时 的 ,我 们 只 
能 使 B 更 可 靠 。 因此 在 56 中 所 定义 的 基本 归纳 模式 的 被 隐没 的 
说 法 是 适当 的 ,并 且 关 于 4 的 证 据 当 然 要 比 前 面 的 情况 弱 。 

(b) DISSENTER. 

5. 模式 是 $13 (5) 的 模式 : 

支持 要 证 明 的 事实 容易 可 靠 或 在 要 证 明 的 事实 的 假定 下 是 可 
以 被 理解 的 . 

支持 要 证 明 的 事实 (非常 ) 不 容易 可 靠 或 如 果 没 有 要 证 明 的 事 
实 的 假定 是 可 以 被 理解 的 . 

支持 要 证 明 的 事实 本 身 被 证 实 了 ， 
这 使 要 证 明 的 事实 更 可 靠 . 

这 里 我 们 正在 考虑 的 陈述 好 像 更 适合 于 法 庭 陈 述 ,但 是 510 
中 的 陈述 更 适宜 于 证 明 在 物理 科学 或 数学 研究 中 归纳 推理 的 最 有 
用 的 形式 联系 。 

6. 我 们 必须 把 指控 当 作 猜 想 : 

4 支付 公务 员 的 汽车 的 现金 来 自立 掏 约 人 的 钱 绕 。 

我 们 必须 看 作 事 实 : 

B. 从 立 契 约 人 的 帐 上 提 款 金额 (875 元 ) 等 于 给 公务 员 汽 车 
的 现金 支付 , 提 款 日 子 在 支付 日 子 前 两 天 左右 . 

有 4 的 B 比 没有 4 的 B 容 易 理解 得 多 : 如 果 提 款 与 后 来 的 支 
付 没 有 关系 ， 金 额 的 精确 相合 及 日 子 接近 于 一 致 必须 归 之 于 偶然 
性 ， 这 种 机 会 不 是 不 可 能 的 , 但 不 像 会 发 生 的 。 证 据 的 强度 要 看 
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9%. 是 关于 在 样本 中 分 别 找到 无 零件 次 品 ,只 有 一 件 次 号 ,恰好 
有 两 件 次 品 ,…, 恰 好 有 。 件 次 品 的 。 
10. 如 果 提 供 方程 


Be 
p i—p 


并 因而 提供 在 $8 (1) 末 屁 给 定 的 值 , log (da/dp) 的 导数 为 零 , 则 
ga/fdp’ = 0. 

11. 倘若 我 们 承认 下 列 假 设 的 一 个 或 男 一 个 ， 所 求 的 概率 是 
10-。: 

(DD z 位 数字 的 所 有 可 能 数列 是 同样 可 能 的 . (有 10" 个 这 样 
的 数列 .) 

(ID 数列 中 的 各 位 数字 是 相互 独立 的 ,并 且 对 每 位 数字 来 说 
十 种 可 能 情况 0, 1, 2，… 9 都 是 同样 可 能 的 .重复 使 用 $3 (5) 
的 规则 .》 

两 个 假设 好 象 是 “自然 的 ”, 但 是 ,这 两 个 假设 在 逻辑 上 都 不 是 
必须 的 : 即使 给 出 强烈 暗示 ,答案 10-" 在 数学 上 还 是 不 确定 的 。 

12. 假定 1 个 不 同 字母 能 分 别 以 概率 p,, p;,…*pi 从 袋子 里 摸 
出 来 。 我 们 有 两 个 袋子 并 且 我 们 从 每 一 个 袋子 里 挑选 出 一 个 字 
母 : 相合 的 概率 为 及 十 及 十 … 十 及 .在 假设 开 的 情况 里 ， 
1 一 17 而 ps Py，"“ py 可 以 按 实 际 计算 求 得 ， 

13. 在 两 种 情况 中 


3) pig tm 1— > Cprg, 


此 处 g~=1 一 p; (a)p 一 0.0948, (b) p= 1/26 二 0.03846. 

14. 在 两 种 情况 中 np 有 pp ~ 0.0948; (a)n 一 450，(b) xz 一 
90. 

15. (ab9) 迪 关于 ”一 90,p 一 0.0948,g 一 1 一 .标准 偏差 
计算 是 建立 在 教科 书 上 找 不 到 的 一 个 公式 的 基础 上 的 。 用 例 12 
的 记 法 取 


vl 


这 个 模式 的 第 一 个 前 提 比 表 1 的 (2) 列 2 行 中 的 模式 的 对 应 前 
提 更 弱 ， 第 二 个 前 提 是 一 样 的 ， 结 论 也 必定 更 弱 。[ 然 而 , 见 例 
.21] 

顺便 提 一 下 ,公司 大 小 关系 : 如 果 公司 小 ,就 使 B 比 在 相反 情 
况 里 更 可 靠 得 多 . 

9 到 20 没有 解答 。 


第 十 四 章 解 答 
1.(a) 由 7, 十 5 一 + 十 5 一 1 推出 . 
(b) "一 r 一 “一 "> 0. 

2. 用 相当 合适 的 例 的 记 靶 , "> 一 "一 4 一 "<0， 

3.N( Jeer， 有 N 一 26306,z 一 12, p 一 1/3, 9 一 2/3， 
那里 * 是 在 (1) 列 中 同一 行 的 数 . 

4. 表达 式 同 例 3 的 解 相同 、 有 关于 NN 与 4 的 相同 数值 及 s 的 
相同 含义 ,但 请 一 0.3376986,g 一 1 一 p。 

5.(a) Npre-r/s! 有 N = 二 30, 一 10, 而 s 为 在 (1) 列 中 对 应 
的 记录 ， 

(b) 一 一 一 十 十 一 一 十 一 一 一 十 十 十 一 十 一 十 十 十 。 

6. 6-2". 

7. 把 三 粒 般 子 连续 不 断 地 指 五 次 每 粒 都 是 六 点 的 那 种 复合 事 
件 ,依据 般 子 公平 的 假设 ,只 有 概率 675. 例 6 中 的 x 一 5。 

8.(a) 下 ydz 一 1.983 + 1077, 
此 处 y 一 (2z)-mer-zm ca 一 1377.5(pqn)-, 

p—1/3, 9—2/3, n=— 315672. 

(b) | 一 1.506 - 10™3, 

有 8 一 一 e 一 0.5(pqn)- 中 及 y,p，g， 与 ?有 与 (a) 下 一 样 的 含 


义 。 为 了 使 计算 数值 能 同 它们 在 此 处 给 定 的 一 样 精确 , 最 简单 的 
通用 概率 积分 表 就 不 够 用 了 。 
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9. 是 关于 在 样本 中 分 别 找到 无 零件 次 品 , 只 有 一 件 次 品 ,恰好 
有 两 件 次 品 ,…, 恰 好 有 。 件 次 品 的 . 
10. 如 果 提 供 方程 


A Fn ee | 
pt l—p 


并 因而 提供 在 $8 (1) 末尾 给 定 的 值 ,log (da/ap) 的 导数 为 零 , 则 
ga/dp’ = 0. 

11. 倘若 我 们 承认 下 列 假 设 的 一 个 或 男 一 个 ， 所 求 的 概率 是 
10™*, 

〈《D ”位 数字 的 所 有 可 能 数列 是 同样 可 能 的 .有 10" 个 这 样 
的 数列 .) 

(ID 数列 中 的 各 位 数字 是 相互 独立 的 ,并且 对 每 位 数字 来 说 
十 种 可 能 情况 0, 1,2,…,9 都 是 同 祥 可 能 的 . (重复 使 用 $3 (5) 
的 规则 .) 

两 个 假设 好 像 是 “自然 的 ”, 但 是 ,这 两 个 假设 在 逻辑 上 都 不 是 
必须 的 : 即使 给 出 强烈 暗示 ,答案 10 在 数学 上 还 是 不 确定 的 . 

12. 假定 ? 个 不 同 字母 能 分 别 以 概率 户 , p;,…,p1 从 袋子 里 摸 
出 来 。 我 们 有 两 个 袋子 并 且 我 们 从 每 一 个 袋子 里 挑选 出 一 个 字 
母 : 相合 的 概率 为 娘 十 月 十 "… 十 及 ， 在 假设 的 情况 里 ， 
1 一 17 而 ps Pi”…pw 可 以 按 实际 计算 求 得 . 


13. 在 两 种 情况 中 
芭 名 下 
2 pig 1— >) pg, 
= k=0 


此 处 9 一 1 一 六 (a) p= 0.0948, (b) p= 1/26 = 0.03846. 

14. 在 两 种 情况 中 np 有 p 一 0.0948; (a)m 一 450，(b) 2 一 
90. 

15.(np9)Y 关 于 nw 一 90,p 一 0.0948,g 一 1 一 pp. 标准 偏差 
计算 是 建立 在 教科 书 上 找 不 到 的 一 个 公式 的 基础 上 的 。 用 例 12 
的 记 法 取 
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了 一 站 十 在 十 十 站， 
一 让 十 让 十 … 十 六 
oo—nn— Dwlp(l—p)+2r— 2)p' — Pp)12. 
然后 # 一 w 一 10,p 一 0.0948,p' 一 0.01165 给 出 o 一 7.60. 
16. 我 们 假定 用 硬币 做 的 60 次 试验 是 独立 的 并 重复 应 用 $3 
《5) 中 所 介绍 的 规则 . 
17. 推广 所 提出 来 的 数 表 


s r 好 
s n 
Ss R N 


并 将 它 作 如 下 解释 . 有 N 一 R+S 一 2 十 张 卡片 , 其 中 R= 
r 十 +" 张 卡片 是 红 的 , 而 3 一 :十 ? 张 卡片 是 黑 的 .卡片 随机 地 
在 两 个 游戏 者 之 间 进 行 分 配 ; 一 个 收 到 = 张 卡片 ， 另 一 个 收 到 
张 卡片 。 第 一 个 游戏 者 收 到 + 张 红 卡 片 与 * 张 黑 卡 片 , 同时 另 一 
个 游戏 者 收 到 ” 张 红 卡 片 与 * 张 黑 卡 片 的 概率 是 多 少 ? (当然 ， 
+r 二 s 二 nn，r' 十 s 一 n',) 如 众所周知 ,答案 是 


(:) (5 7 \R(R 一 1)…-.(R 一 "十 1)S(CS 一 1).…-(8S 一 * 十 1 
(3) 
7 NCV 一 1)…(V 一 2 十 1) 


~ _l RiStntn'! 
NI rlslr71 
包括 在 表 内 的 9 个 量 中 只 有 四 个 可 以 任意 给 定 ， 剩 下 5 个 量 的 值 
由 上 面 写 的 关系 式 得 到 .我们 将 数 > 一 9,n' ~ 11, 及 3 一 8 取 作 
定数 (接受 每 一 种 疗法 的 病人 数 及 不 治 病 例 总 数 ), 由 它们 得 入 == 
20，R 一 12， 可 是 我 们 假定 相继 取 * 一 2, 1, 0 (用 第 二 种 疗法 
的 死亡 数 入 27。 由 公式 ,我 们 按 这 三 种 情况 的 每 一 种 计算 概率 (用 
新 疗法 的 死亡 数 不 大 于 2, 即 2 张 , 1 张 或 0 张 黑 卡片 给 了 新 人 先 
生 ) 并 且 加 上 关于 这 些 相互 排斥 事件 的 概率 我 们 知道 : 


“200 


| 1 量 于 a 1 ] 
201! 316!19121 217110!11! 118!11!0! 


12Y8 12\/8 12\ 8 20 335 
[DAD 
18. 按照 $3 (5) 的 推理 的 明显 扩展 (图 14.2 的 三 维 模拟 》, 可 
能 情况 数 是 六 .所 有 有 利 情况 ， 即 方程 Z 一 X 十 了 的 所 有 可 容 
许 解 被 列举 如 下 : 
2 一 1-+1， 
3 一 1+T2 一 2 十 1， 
4 一 1+3 一 2 十 2 一 3 十 1， 
mm 一 1 十 (2 一 1) 一 2+(z 一 2) 一 … 一 (2 一 1) 十 1 
因此 有 利 情况 数 是 
1 二 2 二 3 十 .… 十 (2 一 1) 一 zz 一 1)/2， 
并 且 所 求 的 概率 是 
n(n—1)/2_n—l 
A 2 
21. 从 许 许多 多 人 口中 得 到 的 38 个 登记 的 样本 包括 30 个 或 
更 多 的 是 精神 病 的 概率 是 


> Pll—p)*’< (3) p*(1—p) Sy 


Pri 
—(%3) Op ~ +61 x 10%, 
工 一 -27 


假使 人 口 的 100p% 一 1% 是 精神 病 的 话 ， 所 估计 的 概率 按照 公 
务 员 的 观察 ,在 最 简单 的 假设 下 , 经 计算 之 后 , 可 能 就 是 日 报 声明 
中 的 数字 . 

22. 所 求 的 概率 是 


2 m 要 . 和 
4 ( 十 3 1 ~ 0.0000924。 
12x 60 12 x 60 12x 60 
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《四 个 钟 的 任何 一 个 都 有 可 能 是 三 个 一 致 指示 最 早 时 间 的 钟 中 间 
的 一 个 。 花 括 弧 里 第 一 项 是 四 个 钟 各 自 指示 的 相互 间 差 值 不 超过 
2 分 钟 的 概率 .) 

23. 整数 4 取 值 


一 29。 一 2， 一 1，0。]1，2， :7 


中 间 的 一 个 。 我 们 假定 这 2” -+ 1 个 值 是 同样 可 能 的 , 对 5, cy d， 
。 及 f 我们 作 相应 的 假定 并 且 也 假定 a，,5， c,d,。 及 f 是 相互 独 
立 的 。 只 有 在 对 “随机 选择 ”给 出 确切 含义 之 后 , 我 们 才能 继续 解 
答 问题 . 

当 且 仅 当 ed 一 bc 关 0 时 只 有 一 个 解 .我 们 能 够 ,并 且 真 的 忽 
略 。 与 f: 有 (2n 十 1X 种 可 能 情况 .为 了 区 别 两 种 可 能 性 , 我 们 
列举 不 利 情况 . 

(DD a 一 0. 于 是 pc 一 0, 4d 任 意 , 则 有 (2n 十 2n 十 1)(2n 十 
1) 种 情况 . 

(ZT) a 关 0. 于 是 a 能 取 2n 个 值 ,5b 与 < 是 任意 的 , 而 2 由 
a，b5 及 “唯一 确定 : 有 2nC2n 十 17 种 情况 。 

所 求 概 率 是 

fi 《42 十 1)(2z* 十 1) 十 2z(22 十 了 
(2z 十 1) 

4m 十 6z 十 1 1 
Bm 1 + TD 2 
因而 当 ” 趋 于 co 时 ， 它 趋 于 1。 这 给 下 面 陈述 以 另 一 种 含义 : “有 
两 个 未 知 数 两 个 方程 的 方程 组 , 一 般 地 说 只 有 一 个 解 . 参阅 
$11.3, 例 11.16. 

24. O 的 证 实 要 比 王 的 证 实 给 TOWER 以 更 多 的 信任 .既然 
比 起 EE 来 0 出 现 的 频率 小 ， 所 以 0 在 交叉 字 中 的 出 现 比 起 EE 的 出 
现 就 较 不 容易 解释 为 偶然 相合 . 

25. 将 每 一 列 相 接连 的 数 之 间 的 差 制 成 一 个 表 ,然后 再 将 相 接 
连 的 差 的 差 ( 所 谓 “ 二 次 差 ”) 列 出 来 ,我们 得 到 : 
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I 下 


1005 1004 
28 34 

1033 十 14 1038 0 
42 34 

1075 一 11 1072 0 
31 34 

1106 一 5 1106 —1 
26 33 

1132 +21 1139 +1 
47 34 

1179 一 21 1173 一 1 
26 33 

1205 0 1206 0 
26 类 

1231 +17 1239 一 ! 
43 32 

1274 一 16 1271 0 
27 32 
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第 一 个 差 足 够 清楚 地 显示 在 I 中 是 有 规律 的 , 而 在 工 中 却 没有 . 
可 是 第 二 次 差 还 更 富 于 启示 : I 表明 由 不 可 避免 的 伟人 误差 所 引 
起 的 不 规则 性 具有 最 小 值 ， 但 是 在 1 中 的 二 次 差 在 符号 上 有 变化 
并 且 相 差 数 很 大 .在 检验 造 好 的 数字 表 时 ， 这 种 “ 求 差 ”是 一 种 重 
要 运算 . 有 两 点 注 记 . 
《1) 在 函数 f(x) 表 中 ,按照 中 值 定理 , 一 次 差 同 了 (x) 有 关 ， 
而 二 次 差 同 了 (x) 有 关 。 这 给 我 们 提供 一 个 检验 差 的 机 会 。 
(2) 表 I 中 最 后 的 小 数 其 实 是 * 的 按 相反 次 序 的 前 十 个 小 
数 。* 的 相继 小 数 的 行为 恰好 像 它 们 是 由 于 机 会 产生 的 ， 这 种 观 
点 已 经 多 次 以 许多 变化 形式 表达 过 了 。 
27. 假定 4 同 B 无 关 : 
(6) Pr{A/B} = Pr{A/B}. 
(为 了 避免 同 例 26 中 记 和 的 数 相 矛 盾 ， 我们 从 (6) 式 着 手 .) 应 用 
《4),《2)，《6) 及 (3)( 按 这 个 次 序 ) 我 们 得 到 
(7) Pr{A} = Pr{AB} + Pr{ AB} 
= Pr{B}Pr{A/B} + .Pr{B}Pr{A/B} 
= Pr{A/B}Pr{B} + Pr{B}) 
“= Pr{A/B}. 
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由 (2), (7) 及 Pr{4} 关 0 得 
(8) Pr{A}Pr{B/AY = Pr{B}Pr{A}, 
Pr{B/A} = Pr{B}. 
如 同 (7), 再 应 用 (4) 及 (2), 并 且 也 应 用 (8), (3) 及 Pr{A4} 天 0， 
我 们 得 知 
Pr{B} = Pr{A}Pr{B/A} + Pr{A}Pr{B/A}, 
(9) (1 — Pr{ADPr{B} = Pr{A}Pr{B/A}, 
Pr{B} = Pr{B/A}; 
《6),《7), 《8) 及 (9) 证 明了 所 求 的 结论 。 
28. 如 果 4 与 了 3 是 互相 独立 的 。 
Pr{AB} = Pr{A}Pr{B}. 
这 由 例 26 的 规则 (2) 及 例 27 的 定义 (ID 得 之 。 
29, (a) Pr{A}, Pr{A/B}, Pr{A/B}, 
1 党 1 
(D 3 3 3” 
Pr{B}, Pr{B/A}, Pr{B/A}, 


1 1 + 
2” py 2” 
(a) Pr{A}, Pr{A/B}, Pr{A/B}, 
1 1 
(ID 3? 1 :> 二 
Pr{B}, Pr{B/A}, Pr{B/A}, 
1 1 
一 ， 二 ， 0. 
6 2 
(b) Pr{AB} ~ Pr{A}Pr{B/A} = Pr{B}Pr{A/B}, 
1 1 二 
CD 深 2 2 EW 
和 i 
CD 3 2 6 i 


《c) 公式 一 般 地 由 例 26《4), (2) 推出 。 数 字 上 有 
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Pr{A} = Pr{B}Pr{A/B} + Pr{B}Pr{A/B}, 


a 
(ID 了 一 时 1 十 到 让 

Pr{B} = Pr{A}Pr{B/A} + Pr{A}P{B/A}, 
(ID 三 一 ， 立 十 三 二 » 
《ID 一 - > 十 2 0 。 


(d) 用 (ID ,4 与 也 互相 独立 ,用 (IT) 它们 互相 不 独立 。 
19, 20, 26, 30, 31, 32, 33 没有 解答 。 


第 十 五 章 解 答 
1. 由 于 已 蕴含 4 与 了 两 者 ， 
Pr{A/H} = 1, Pr{B/H}= 1. 

因此 , 按 例 14.26 的 规则 (2)， 

Pr{H} = Pr{ A}Pr{H/A}, Pr{H} ~ Pr{B}Pr{H/B}. 
消去 PAH}, 我 们 得 到 

Pr{A}Pr{H/A} = Pr{ B}Pr{H/B}. 

如 果 我 们 把 已 与 4 之 间 的 关系 ， 也 把 互 与 妃 之 间 的 关系 看 作 不 变 
的 ,而 把 Pr{H/4} 与 PMH/B} 看 作 常数 , 并 设 Pr{B} 增加 , 借 我 
们 最 后 一 个 方程 , Pr{4} 也 将 增加 . 

2. 按 例 14.26 (2)，(3)，(4) 公式 

Pr{A} = Pr{A/B} + Pr{B}(Pr{A/B} — Pr{A/B}). 
我 们 把 PAA4/B} 及 Pr{4/8} 取 定 ,但 让 Pr{B} 增加 .这 很 自然 
地 可 以 由 例 13.8 所 考虑 的 情况 中 看 出 来 .) 如 果 
(*) Pr{4A/B} > Pr{ 4/B}, 
则 Pr{ 8B} 的 增加 意味 着 Pr{41 相应 的 增加 。 在 例 13.8 的 具体 例 
子 中 ,这 个 不 等 式 似 乎 是 可 以 接受 的 。 可 是 在 例 13.8 的 解答 中 给 
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出 的 模式 , 它 的 陈述 好 像 是 不 可 接受 的 . 这 里 有 一 个 陈述 , 它 好 像 
更 好 些 , 并 且 确 实 与 公式 一 致 : 
有 B 的 4 比 没有 8 的 4 更 可 靠 
8( 变 得 ) 更 可 靠 
4( 变 得 ) 更 可 靠 
如 果 4 是 8 的 结论 , 则 Pr{4/B} 一 1,(*) 确实 对 ,并 且 模式 变 为 
$13.7 中 表 了 ,2 行 , 2 列 的 那个 模式 . 

3. 回顾 几 种 情况 ， 在 这 几 种 情况 里 我 们 已 经 借 概 率 演算 公式 
描述 了 合 情 推理 模式 : $6~ $10 与 例 1~2， 在 这 些 情 况 里 ， 由 例 
13.10 所 确认 的 单调 性 与 连续 性 从 下 面 简单 的 数学 事实 来 看 是 显 
然 的 : 如 果 e, 5，c，d, xi zi 是 实 常 数 ,ad 一 zc 天 0， 由 

axt+b 
Tertd 
所 定义 的 * 的 函数 又 有 性 质 : 当 x 二 x* 二 x, 0 志 y 专 1 时 , 则 
对 x 三 x 三 x，? 是 严格 单调 且 连 续 的 .关于 例 13.10 的 注 记 的 
推广 我 们 必须 注意 这 点 : 如 果 ” 不 是 线性 分 式 函数 ,更 一 般 地 ;而 
是 * 的 有 理 函 数 ， 除 去 它 变 为 无 穷 大 的 那些 点 之 外 ， 它 还 必须 是 
x 的 连续 函数 ,但 是 没有 更 多 必要 是 单调 函数 
4，5,，6,7,8，,9 没有 解答 。 


第 十 六 章 解 答 


2. [斯 坦 福 , 1951. ] 四 边 形 必须 是 出 的 。 让 我 们 称 被 它 的 对 
角 线 所 分 割 成 的 三 角形 为 IT, H, II, IV ,四 个 三 角形 的 面积 也 分 别 
为 (DDD, QD, (IH), (IV), 从 对 角 线 的 交点 到 四 边 形 的 四 个 顶点 
所 引 的 四 条 直线 长 度 为 p, 9，+，s. 按 “ 循 环 次 序 " 取 名 与 编号 ,以 
使 长 度 为 ?的 边 是 IV 与 1 的 公共 边 ,，4 是 1 与 十 的 公共 边 , > 是 
开 与 II 的 公共 边 , ;是 班 与 IV 的 公共 边 ; 1 与 王 相 对 ,I 与 IV 
相对 ; p 十 + 是 一 条 对 角 线 长 度 , 4 十 * 是 另 一 条 对 角 线 长 度 、 设 
?与 49 夹 有 角 a, 则 有 

2(D ~ pqsing, 2(1) ~ gr sina, 
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2(HD = rssing, 2(1V) ~ spsina. 
因此 

(a) DD 一 (IDGV). 

(b) I 的 底 边 平行 于 II 的 底 边 , 当 且 仅 当 

zz 一 r/x 或 (ID = (IV). 
《c)》 四边形 是 平行 四 边 形 , 当 且 仅 当 
p 一 +r，g 一 :或 (D = (DO(D ~ (VvV). 

3. [斯坦福 , 1949.] (a) 设 a 是 等 边 三 角形 的 边 。 把 它 的 内 
点 同 它 的 三 个 顶点 连接 起 来 ,你 就 把 它 分 成 三 个 三 角形 了 ,其 面积 
加 起 来 就 等 于 总 面积 : ax/2 十 ay/2 十 az/2 一 ah/2. 用 a/2 除 。 
见 图 8.8。 

(b) 高 为 的 正四 面体 的 一 个 内 点 到 四 个 面 的 距离 分 别 为 
zy，z 与 w， 则 + 十 y 十 z 十 w 二 h. 证 明 是 类 似 的 : 把 正四 体 
分 成 四 个 四 面体 . 

(ce) 在 (a) 与 (b) 两 种 情况 中 所 证 明 的 关系 对 外 点 仍然 有 
效 ， 倘 若 距 离 +, y, z( 与 w) 取 以 适当 的 符号 的 话 : 当 站 在 点 上 
的 观察 者 从 内 部 看 见 边 ( 面 ) 时 取 十 , 当 他 从 外 部 看 见 边 ( 面 ) 时 取 
一 ,证 明基 本 上 相同 . 

4. [斯 坦 福 , 1946.] (a) (DD) 与 (IV) 一 般 地 为 真 , 但 (1D) 与 
《II) 不 为 真 ; 见 (b). 

《b) (ID 与 QD) 为 假 : 矩形 与 菱形 分 别 为 反例 。 

(ce) (DD) 与 (IID 对 五 边 形 为 真 。 

《qd) 由 QI) 及 (II) 推 得 , (ID 与 (II 对 有 奇数 条 边 , 3 或 
5 或 7… 的 多 边 形 为 真 ， 

(I1') 如 果 内 接 于 圆 的 多 边 形 是 等 角 的 , 任何 两 条 边 相等 ， 而 
这 两 条 边 只 被 一 条 夹 在 中 间 的 边 分 开 . 因此 ,如 果 边 数 为 偶 , 等 于 
2m， 或 所 有 2m 条 边 相 等 , 或 m 条 边 等 于 4 而 余下 ;条 边 等 于 5， 
a 关 b，, 并 且 没 有 两 条 有 公共 顶点 的 边 相等 . 

《IT) 如 果 外 切 于 圆 的 多 边 形 是 等 边 的 ， 则 任何 两 个 角 相等 ， 
而 这 两 个 角 只 被 一 个 夹 在 中 间 的 角 分 开 。 因 此 ,如 果 角 数 为 偶 , 等 
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于 2m， 或 所 有 2m 个 角 相等 ,或 mw 个 角 等 于 4 而 余下 的 m 个 角 等 
于 B8, a 闫 8, 并且 没有 两 个 有 公共 边 的 角 相 等 . 
为 了 证 明 《1 II) (IT) (IV) 将 圆心 同 多 边 形 项 点 连接 起 来 ， 
从 圆心 向 边 引 垂 线 , 并 挑选 出 全 等 三 角形 。 
5. [斯 坦 福 , 1947.] (a) 与 (b) 之 间 的 关系 表现 出 类 似 于 (b) 
与 《c) 之 闻 的 关系 ; 左边 的 相似 性 显得 比 右边 的 更 清楚 。 因此 自 
然 要 寻求 从 (a) 到 (b) 的 某 种 过 渡 , 它 也 可 以 适合 于 从 《b) 到 (c) 
的 过 渡 . 存在 这 样 一 种 过 渡 : 如 果 
oth+7=z, 
2c 十 28 十 27 一 2r x, 
但 (zx 一 2c) 十 (< 一 28) 十 (< 一 27) 一。 
对 任何 具有 和 为 * 的 三 个 角 a, 6, Y (a) 成 立 是 当然 的 , 借 分 别 代 
人 这 些 角 x 一 2c, 一 28，z 一 27, 我 们 得 到 《b), 借 应 用 同样 
的 代 换 我 们 从 《b) 过 渡 到 (e). 
(a) 留待 证 明 ， 它 可 以 通过 多 种 途径 得 到 ,车 如 有 如 下 方法 . 
以 2w，?p 及 二 一?zr 一 2 分 别 代 c,p 及 7， 我们 将 (a) 变换 为 
Sin ttcost 十 sinvcosy 
一 [2coswcosy 一 cos(u + v)]sin (nu + v). 
应 用 余弦 与 正 苞 的 加 法 定理 。 
6, [斯 坦 福 , 1952.] 按照 四 个 建议 , 平 截 头 体 的 体积 应 分 别 为 
(CD [(e + 6)/27%, 
《ID [Ca + 5)/2]4, 
(ID [e+ + (Cat 6)/4]h/3, 
(IV) [a + B+ ab1h/3. 
如 果 “一 2， 则 平 截 头 体 变 成 体积 为 a 的 楼 柱 ; (I7 (IID (TI) 
《IV) 所 提供 的 正确 结果 相 一 致 .如 果 & 二 0, 平 截 头 体 变 成 体积 为 
hp13 的 棱锥 : 只 有 (LIV) 产生 这 个 结果 ,因而 《1) (ID IE) 提供 不 
同 值 , 必定 是 不 正确 的 。(1V) 一 般 地 说 是 正确 的 ,还 必须 得 证 明 
它 ; 见 其 他 教科 书 . 
10.(1) 你 拿 纸 和 铅笔 按 最 常用 的 方法 做 加 法 , 从 最 后 一 列 顶 
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上 开始 一 直 往 下 加 ; 在 所 给 的 例子 中 头 两 步 是 3 十 7 一 10， 
10 二 0 二 10。 然 后 你 继续 往 下 做 下 一 列 , 如 此 等 等 .《2) 你 按 以 前 
一 样 的 次 序 取 列 ， 但 你 从 底下 开始 逐 列 往 上 加 .《〈3) 你 再 按 同 样 
次 序 取 列 , 但 每 一 回 做 两 次 , 第 一 次 向 下 , 然后 向 上 ;你 向 下 加 着 
当 加 到 底 的 时 候 你 记 下 结果 ,并 用 向 上 加 的 结果 检验 它 . (4) 先 加 
第 一 ,第 三 ,第 五 ,… 列 的 数 ,然后 加 第 二 ,第 四 ,第 六 ,… 列 的 数 , 最 
后 加 得 到 的 两 个 和 数 ;这 要 求 额外 多 记 一 些 . (5) 做 一 次 手 算 加 法 
之 后 ,再 用 计算 器 重 做 一 次 ,每 次 都 按 此 法 重复 下 去 。 

11. 59。 

12. 10-"。( 不 是 10 一 或 10-7.) 

1, 7, 8, 9, 13 没有 解答 。 
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IV. 一 些 问 题 


作为 解法 所 提出 的 例题 中 间 , 有 一 些 取 自 威廉 劳 威 尔 普 纳 姆 数学 竞赛 试题 或 斯 
坦 福 大 学 数学 竞赛 试题 ， 这 些 在 解答 开头 就 以 [ 普 纳 姆 ，1948. ] 或 [斯 坦 福 , 1946. ] 的 
形式 标 出 ,其 中 的 数字 是 年 份 。 普 纳 姆 试题 已 在 < 美国 数学 月 刊 > 公开 发 表 。 斯 坦 福 试 
题 大 多 数 也 已 在 同一 刊物 上 公开 发 表 . 
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